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Résumé.Dans cet article nous décrivons et nous comparons différentes méthodes algorith-
miques pour résoudre le probléme suivant qui apparait naturellement lors de 'implantation en
calcul formel des solutions formelles d’équations différentielles et de leurs (multi-)sommes :
étant donnés une sérig(x) = > m>oumx" solution d’'une eéquation différentielle lineaire

ordinaire et un nombre entier> 0 construire une équation différentielle vérifiée par les sous-
sériesf/(x) = Y ,souj1mrx’ " de ses termes deenr. Les méthodes proposées sont

implantées e APLE et nous donnons I'adresse des programmes correspondants.
En appendice nous indiquons une démarche constructive réaliste pour le calcul effectif des
invariants formels d’une équation ou d’un systeme.

Mots clés.Equations différentielles linéaires ordinaires, équations aux différences linéaires,
extraction de sous-séries, transformation de Mellin, méthodes algorithmiques.

Abstract. This paper aims at introducing and comparing various methods for solving the fol-
lowing problem which arises naturally in computer algebra for differential equations : given a
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seriesf (x) = > >0 umx™ solution of an ordinary linear differential equation and given an in-
teger > 2find a differential equation satisfied by the sub-sefiésr) = > m>0 u.,-+m,xj+m’.
These methods have been implementellinrPLE. References are given to the corresponding
programs.

Possible realistic algorithms to effectively calculate the formal invariants of an ordinary linear
differential system of order one and arbitrary rank are sketched in an Appendix.

Keywords. Ordinary linear differential equations, linear difference equations, extraction of
sub-series, Mellin transform, algorithmic methods.

AMS classification.Primary 34M25, 12H05, 12H10, Secondary 68W30.
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1 Introduction

Etant donné un systéme différentiel linéaire

dy 1

- = S AWY
de dimensiom a coefficients méromorphes d’'ordre+ 1 a l'origine ¢ € Z, A €
gl(n, K) ou K = C{x} est I'anneau des séries convergentes a I'origing(éj # 0)
il est d’'usage d'appelerang de Poincaréu systéme le nombre Ce nombre n’est
pas invariant par transformation de jauge méromorphe T(x)Z ouT € K[1/x]
mais il admet une valeur minimale appel&ai rang de PoincaréLes systémes de
rang de Poincaré < —1 n’ont pas de singularité a I'origine, ceux de rang 0 ont
une singularité réguliere et, lorsque le vrai rang de Poincaré est strictement positif,
I'origine est un point singulier irrégulier.

On dit, de méme, qu’une équation différentielle

an ()Y + ay_1(x)y" Y - ag(x)y =0

a coefficients méromorphes en= 0 est de rang si les coefficientggT*l, el Z—S de
I'équation normalisée ont un pdle d’ordre+ 1 en 0.

Lorsque le systéme est de vrai rang de Poincaré éget Qu'il porte le seul niveau
r (les exponentielles d’une solution fondamentale formelle sont toutes d'oxdes
séries solutions formelles divergentes sesbmmables et, en particulier, de type Ge-
vrey d’ordrer. Lorsqu’il porte plusieurs niveaw{ < rp < --- < ry < r Ses solutions
formelles divergentes sont au pire multisommables des niveaur, ..., ry) et de
type Gevrey d’ordre; ([M95]).

C’est au début des années 80 que, grace a de nouvelles avancées de la théorie des
équations différentielles ordinaires, s’est exprimé un intérét croissant pour les mé-
thodes effectives et le développement d’algorithmes liés aux singularités d'équations
différentielles : calcul de solutions formelles, d’'invariants méromorphes, de sommes
des solutions séries divergentes,. ..

Ces derniéres années, Jean Thomann en particulier s’est beaucoup investi dans
le développement et I'implantation des algorithmes de sommation. Les différentes
méthodes théoriques connues reposent sur des transformations intégrales de type opé-
rateurs de Borel et de Laplace associés aux différents niveaux de I'équation. Or, dans
cette famille de transformations, les opérateurs de Borel et de Laplace classiques, i.e.,
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de niveau 1, jouent un role particulier qui les rend incontournables pour mener a bien
les différentes étapes de calcul. Pour s’en convaincre mentionnons simplement le fait
suivant : la transformée de Borel d’'un opérateur différentiel a coefficients polyno-
miaux est un opérateur différentiel & coefficients polynomiaux auquel on peut appli-
quer toute la théorie des équations différentielles et, en particulier, les algorithmes
numériques; au contraire, la transformée de Borel d'ordre 1 d'un tel opéra-

teur est une équation deconvolution mal connue. Mais, dans le cas d’'un niveau
uniguer, cas de lar-sommabilité, il se trouve que I'on peut se limiter a I'implan-
tation du cas- = 1, cas classique de la sommabilité au sens de Borel-Laplace; en
effet, si une sérigf (x) = Y_,,-.o umx™ estr-sommable alors les sous-séries extraites

ff (x) = x/ ZmZO un-x™ des termes de enr sont 1-sommables en la variable

t = x" etil y a compatibilité des procédés de sommation. Dans le cas de plusieurs
niveaux, J. Thomann a examiné a la fois la méthode des accélératrices (due a J. Ecalle)
et celle de Laplace-itérée (due & W. Balser). Ces méthodes consistent a appliquer suc-
cessivement des transformations de type transformations de Borel ou de Laplace. La
encore, la tactique la plus efficace a ce jour consiste a se ramener systématiquement
au niveau 1, i.e., au nived a chaque étape. Pour plus de détails on renvoie a [JNT96]

et a [NT96]. On est ainsi conduit a se poser la question suivante :

Comment obtenir le plus simplement possible des équations différentielles aux-
guelles satisfont leg/ (x) a partir d’'une équation différentielle a laquelle satisfait

fx)?

Nous explicitons au paragraphe 2 un certain nombre de méthodes conduisant a
une équation différentielle qui admet simultanément toutefjlpsur solutions. Puis
nous indiquons au sous-paragraphe 4.3 comment obtenir des équations différentielles
(chacune d’'ordre inférieur mais plusieurs équations) auxquelles satisfont séparément
chacune de sérief.

La méme question apparait de fagon sous-jacente dans les algorithmes de calcul
direct, c’est-a-dire, sans sommation, des invariants méromorphes comme, par exemple,
dans [L-R90] en dimension 2. Ce sont la les relations de récurrence sur les coefficients
des séries’/ (x) qui sont directement utiles et on est amené & considérer le probléme
dual :

Comment obtenir le plus simplement possible des équations aux différences aux-
quelles satisfont les suites de coefficients des sgries) a partir d'une équation aux
différences a laquelle satisfait la suite de coefficients de la g&uie ?

Ces deux problémes se correspondent par transformation de Mellin. Nous avons
cherché, dans la mesure du possible, a présenter en paralléle des méthodes traitant
directement I'’équation différentielle et les méthodes analogues duales pour I'équation
aux différences qui s’en déduit par transformation de Mellin. Nous montrons que les
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approches directes conduisent toutes a la méme équation différehiieled admet-
tantlesf/ pour solutions. Les approches duales conduisent & une méme équation aux
différencesAy = 0. Il e(it été raisonnable d’espérer quet A se correspondent par
transformation de Mellin. Il n’en est rien comme le confirme I'exemple de I'équation
de Ramis-Sibuya que nous explicitons. Nous expliquerons pourquoi il en est ainsi au
sous-paragraphe 4.1.

Notons enfin que le développement d’algorithmes adaptés aux systemes incite a se
poser les mémes questions en termes de systemes. Les performances de I'algorithme
5*(1) ou méme 5(1) sur I'exemple de I'équation de Ramis—Sibuya montrent d’ailleurs
gu’on peut avoir intérét a travailler avec un systeme plutdt qu'une équation méme si
la donnée initiale est une équatiar. paragraphe 4.2).

Il existe des solutions connues voire programmeées a ces problémes, en particulier,
sous leur forme duale ([SZ94], [N95]). A notre connaissance toutes les méthodes
proposées en termes de systémes sont originales.

Les méthodes développées ou au moins certains de leurs aspects sont valables de
fagon générale pour des équations ou des systémes a coefficients méromorphes. Pour
gu’elles deviennent totalement algorithmiques, nous nous restreindrons néammoins a
des équations ou a des systemes a coefficients polynomiaux ou rationnels.

La distinction que nous faisons entre des méthodes dites de saturation galoisienne
et des méthodes dites d’élimination est a frontiére floue dans la mesure ou ces élimi-
nations ont pour objet de réaliser la saturation galoisienne.

Les arguments galoisiens ont été a la base des travaux initiateurs de Turrittin sur
la question plus générale de la réduction du rang des systemes ([T63], [L-R0O1]).
L'argument de Turrittin est simple et analogue a celui évoqué plus haut : si un systéeme
est de rang en la variablex il est de rang 1 en la «variable»= x". La simple
substitution de a x” fait apparaitre des puissances fractionnaires. dRour rester
dans le cadre des systéemes a coefficients méromorphes il s’agit alors de saturer I'effet
de ce changement de variable par I'action du groupe de G@&pide I'équation
x" =t ; ce faisant, on multiplie la dimension pafdu moins génériquement).

Les arguments d’élimination s’appuient sur des algorithmes de Gauss ou d’Euclide
dans des algébres de polynémes non commutatives.

L'exécution de ces algorithmes emPLE sur I'exemple de I'équation de Ramis—
Sibuya nous améne a faire les commentaires suivants. Les temps de calcul requis sont
raisonnablement comparables lorsque- 2. En revanche, lorsque > 2, ils de-
viennent significativement différents. Les algorithmes les plus colteux sont ceux qui
font un usage effectif de nombres algébriques sur le corps des coefficients (essentiel-
lement dew = ¢%*/") et ceux qui utilisent de I'arithmétique non commutative. Les
plus performants sont ceux qui s'appuient sur la théorie de la réduction du rang des
systéemes ou le produit de Hadamard en restant dans le cadre de I'élimination linéaire.

Le calcul de la complexité de ces algorithmes reste a faire. Les procédures que
nous avons écrites n’ont pas, pour I'instant, été optimisées. Les observations faites sur
I'exemple de I'équation de Ramis—Sibuya nous incitent d'ailleurs a ne pas porter un
méme intérét a tous ces algorithmes.
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Pour répondre a une demande explicite de certains utilisateurs, nous complétons
cet article par un appendice sur le calcul des invariants formels des opérateurs diffé-
rentiels (équations ou systemes) et, en particulier, de leurs niveaux qui sont des valeurs
privilégiées pour la réduction du rang. Il ne s’agit pas ici de présenter des méthodes
nouvelles mais de rassembler et d’'ordonner des résultats algorithmiques existants en
un mode opératoire précis dont chacun pourra utiliser tout ou partie. Les programmes
correspondants sontimplantésMnapPLE et disponibles al'adresse électronique citée
en référence [BCL].

2 Approche directe dans I'anneau des opérateurs
différentiels

Dans ce paragraphe nous considérons une équation différentielle linéaire
Dy = a,(x)y™ + ap_1(x)y" Y + - + ap(x)y = 0 (1)

dont les coefficientsy, a1, . . ., a, sont polynomiaux. Nous supposons que cette équa-
tion admet une solution série formelfgx) = Y, _ou,x™ €t nous nous proposons
de déterminer une équation différentielle qui admet pour solutions les séries

F1@) =" ujpmex ™

d I R
Nous noton® = — l'opérateur de dérivation usuelle' ®&t; = C[x][d] I'algébre

de Weyl des opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux a une indéterminée
dans laquelle les relations de commutation sont engendrées par I'unique relation

x0—ox =1.

L'algebre de WeylW se plonge de fagon canonique dans I'algébie)[0] des opéra-

teurs différentiels a coefficients rationnels munie de la méme relation de commutation.
Celle-ci a I'avantage d’étre euclidienne a gauche (et a droite), donc aussi principale a
gauche (et a droite) ([Ore33]).

Quitte a multiplierD par une puissance convenablergdaous supposons désormais
que le 0-poids d® (cf.4.1) est positif ou nul et que, par conséquéhgst polynomial
enx etenl'opérateur d’Eulet = x9. Les opérateur® considérés appartiennent alors
alalgebreA; = C[x][8] si on utilise la dérivatiod ou a I'imageA] de celle-ci dans
W1 sion utilise la dérivation. Les relations de commutation daissont engendrées
par I'unique relation

x6 —6x = x.

Ceux des algorithmes ci-dessous qui sont écrits avestent valables, a des modifi-
cations mineures de notation prés, a¥ec
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2.1 Calcul dans le cadre des équations

2.1.1 Par saturation galoisienne.On fait agir le groupe de Galois, de I'équa-
tion x” = r directement sur I'équation différentiellby = 0. En itérant I'action
du générateus : x — wx (choisissonss = ¢2"/" par exemple) on obtient des
éguations

Doy = 00UDg = D, qui admet la solutiorf (x),

D1y = 00UD; = &.D, qui admet la solutionf (wx),

D,_1y =00UD,_1 = & ~1.D, qui admet la solutiorf (" ~1x).

On peutvoirDy, ..., D,_1 comme des éléments d&x)[d] et considérer, dans cet an-
neau principal a gauche, un plus petit commun multiple a gali¢ee abrege ppcmag).
L'équation différentielleLy = 0 admet les solutlongf(x) f(a)x) f(a)’ 1),
donc les solutions souhaitées

A 1/ 4 A A
o = (F0 + fox) +---+ fo ),

Al 1/, 1, 1, ..,
o = 2(F@ + = fen + -+ =7 f ™),
r w w

. 1/, 1, 1 .
f l(x)=;< r_lf(wx)+"'+mf(w 1X)>-

Pour étre précis, la notatiah désigne désormais l'unique ppcmg appartenant a
A7 (on «chasse» les dénominateurs) qui soit unitaire (le coefficient de la plus haute
puissance d@ est un polyndbme unitaire) et primitif (les différents coefficients des
puissances dé sont premiers entre eux). Par construction, I'équafign= 0 est
I'équation d’ordre minimal qui admet pour solutions toutes celles de I'équation initiale
Dy = 0 et qui est stable sous I'action @&.. Il n'y aucune raison pour qu’elle soit
I'équation d’ordre minimal qui admette Ie@x pour solutions, pas plus d'ailleurs que
Dy = 0 n'est supposée étre I'équation d’ordre minimal qui adfi@our solution.
Voir, par exemple, aux paragraphes 4.2 et 4.3, le cas de I'équation de Ramis—Sibuya
qui y est traité en détail.

On est ainsi conduit a I'algorithme suivant :

Algorithme : version 1.

1. Pourj =0,1,...,r — 1, déterminer 'opérateud; en substituani’x ax et
w /9 ad (ous alui-méme) dans I'opératedr.
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2. Dans l'algébreC(x)[d] (ou dansC(x)[§]) déterminer un plus petit commun
multiple a gauche d®g, D, ..., D,_1.

3. Si on le souhaite, déterminer I'unique représentant unitaire et primitif de ce
ppcmg dang\’, d'ou L.

La procédurd.CLM du paquetage DEtools dd ApLE fournit un ppcmg d’'une
liste d'opérateurs ; le résultat est donné avec un coefficient de téte égal a 1. On obtient
un représentant de ce ppmcg dans I'annégen chassant les dénominateurs.

La procédureskew_gcdexdu paquetage Oralgebra déMapLE fournit un pgedd
de deux polyndbmegp et g et la relation de Bézout qu'ils vérifient avec des coef-
ficients dansA’, i.e., sans dénominateur. Elle permet aussi de calculer leur ppcmg
bien gu’elle ne le donne pas directement. La commahesv_gcdex p, g, Dx, A)
ou A := skew_algebra(diff = [Dx, x]) restitue[g, a, b, u, vl]olug = ap + bg est le
pgcdd dep et deg et olup = —vq est le ppcmg de et deg. On obtient le ppcmg
cherché par la command&ew_product(u, p, A).

2.1.2 Par élimination. On peut conduire I'élimination de diverses manieres. Nous
en présentons deux variantes.

e Premiére variante :

On introduit une nouvelle indéterminée Si 'on remplacer parQx etd parQ2—19
(ou § par lui-méme), quitte a multiplier au préalahi® par une puissance conve-
nable dex comme ci-dessus, on obtient un polyndimeR) a coefficients dang.
L'existence d’'un ppcmg de deux éléments quelconques de I'arfiéglid] permet
de définir un corps des fractions a gauche non commukatibrmé des quotients
formels A(x, 8)"1B(x, 3) pour A(x, d) # 0 et B(x, d) € C(x)[d] muni de la rela-
tion d’équivalence évidente ([Ore33] 1.3, [Co] 0.5). On peut ainsi plonger de fagon
canoniqueA] etC(x)[d] dans le corps,. Dans I'anneau euclidieR, [$2] (ici, c’est
F, qui est non-commutatif alors que commute avec les éléements #g) les poly-
némesP (2) et Q" — 1 sont premiers entre eux puisque, pgue 0,1, ...,r — 1,
P(w)) = D; # 0. lls vérifient donc une relation de Bézout

S(QP(Q) +TEQEQ —1) =G

ou, quitte a chasser les dénominateurs, on peut supposeér gsiedans\) alors que
S etT sont des polyndmes d¥| [2] de degré respectivement inférieur at au degré
deP.
Notons que, quitte a chasser les dénominateurs a chaque étape, I'algorithme d’Eu-
clide peut étre conduit dans I'algebig[2] en effectuant des pseudo-divisions.
En spécifiani2 en les diverses racine$”¢ de I'unité ’/ on en déduit ques
est un multiple a gauch& L du ppcmgL obtenu précédemment. Par ailleuss$2)
est de degrés r — 1 en2; le méme facteuM divise a gauche darfs(x)[d] tous
les S(w’) donc aussi toutes leurs combinaisons linéaires et, en particulier, les coeffi-
cients deS(2). Il en résulte queM divise a gauch& (Q2)(Q" — 1), donc également
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le coefficient constant (0) de T(2) puis, par récurrence, tous les coefficients de
T. Aprés simplification paM, factorisation du contenu commun des coefficients et
normalisation, on obtient donc la relatiGh= uL olu € C[x].

Algorithme : version 2.

1. Déterminer le polyndme e A} [2] en substituan®x ax et 19 aa (ous a
lui-méme) dans I'opérateup.

2. Gréace a un algorithme d’Euclide dans l'algel#g 2] ou F, désigne le corps
des fractions a gauche @& x)[d] déterminer la relation de Bézout

SQOQPQ)+TEQ)Q —1)=uL

dans laquelleS et 7 sont dans\;[2], leurs coefficients sans contenu commun
dansA}, u € C[x] etL e A} est primitif et normalisé.

e Deuxieéme variante :

ExprimonsD en la dérivatiors :
D = by (x)8" + by_1(x)8" 14 4 bo(x)

ou, conformément a I’hypothése que le 0-poidgdest positif ou nul, les coefficients
bj(x) appartiennent &[x].

Il s’agit de déterminer le plus petit multiple a gauche@alont les coefficients
ne contiennent que des puissances’de.e., en posant = x”, un multiple a gauche
de D d’'ordre minimal et appartenant a I'algebtgs][5]. Pour cela, on procede par
élimination de Gaul3. On plonge a nouve@jix] dans son corps des fractiofix)
puis on identifieC(x) au C(¢)-espace vectorieC(¢),_1[x] ~ C()[x]/(x" — ) de
base 1x,...,x" "1 (voir la remarque 2.3 ci-dessous). Le quotient@e)[s] par
I'idéal engendré pab a droite est alors ug'(¢)-espace vectoriel de dimension finie
nr engendré par les monémes* pour0< ¢ <r—1letO<k <n-—1. NotonsU; le
représentant d&’ dans cette base. Une élimination de Gauss entré/lssiccessifs,
et ce jusqu'dj = nr au plus, conduit & une relation de dépendaBi¢e-linéaire
> Lj(t)U; = 0. LopérateurL = " L;(x")§/ est un multiple deD invariant parS,
et d’ordre minimal. C’est donc, aprés suppression des dénominateurs et normalisation,
'opérateurL.

Algorithme : version 3.
1. L'opérateurD étant supposé de 0-poids positif ou nul, 'exprimer dans I'algebre

Ay = C[x][d] :
D = b, (x)8" + by_1(x)8" 1+ - + bo(x) etposers = x".
. by— b
2. RemplacerD par l'opérateur unitair®® = §" + L(X)S”*l + -4 o)
b, (x) by (x)

deC(x)[8] et exprimer les coefficients de ce dernier dans la l()ﬁ%)@igfr_l
du C(zr)-espace vectoriel (x).
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3. Déterminer les représentaiifs des puissances successigésles dans la base
(x*8%) 0=e=—1 duC(r)-espace vectoril (x)[5]/(D).

O<k<n-1
4. Par un algorithme de Gauss dans(®g)-espace vectoriel et en chassant les
denominateurs déterminer la premiere relaf)orl; (r)U; = 0 de dépendance
C[t]-linéaire entre leg/;.

5. L =) L;(x")8/ a normalisation prés.

Remarque 2.1. Le point 2 de I'algorithme ci-dessus s’obtient par division euclidienne
dans I'anneauC(¢)[x]. Nous détaillons cet algorithme dans la remarque (2.3), va-
riante 1, ci-dessous. Ce calcul revient, de fait, a extraire les termesgige dans le
développement en série d’'une fraction rationnelle.

2.2 Calcul par I'intermédiaire des systéemes

Dans ce paragraphe nous conservons pour donnée initiale I'équation différentielle
Dy = 0 et nous proposons des algorithmes qui opérent sur son systéme compagnon.
Ces mémes algorithmes peuvent s'appliquer directement a un systéme sans réduction
a une forme compagnon si telle était la donnée initiale.

2.2.1 Par saturation galoisienne directe.Considérons un systéme méromorphe

quelconque (pas nécessairement sous forme compagnon) a l'origine
AY — dYy
T dx xrtl

(A étant quelconque,n’est pas en général le rang de Poincaré du systéme mais cette
notation est plus simple pour la suite). L'action itéréexdex — wx donne naissance

A(w/x)Y, j=0,1,...,r —1,o0U,si¥(x) est

A(x)Y = 0.

ar systemes\; Y = —— — —03

une solution deAY = 0, on voit queY (v’ x) est solution de\;Y = 0 et le vecteur
Y(x)

. > Y (wx) L . . . .

inconnuY = ) satisfait a I'équation matricielle de dimensien

Y(a)r._lx)

~

1

AY xr—i—l

>3

r—1
ANY =0 ot Ax) =P A .
j=0

Supposons désormais gqn& = 0 soit le systeme compagnon de I'équation (1) :
Dy = 0.
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Alors, a toute solutiory (x) de (1) correspond la solution

f)
R f
F(x) =
FeD)
de AY = 0 et les solutions
oF (x)
N 1 F (wx)
F(x) =
)»rflf(a)’_lx)
deAY =0 pour des constantes compleX@sii, ..., A,_1 arbitraires. _
Considérons les vecteurs-lignés = [1 o ... 0] de dimensiom et E =
[E1 E1 ... Ei] de dimensiomr. La méthode du vecteur cycliquef(5.3)

appliquée au systemAY 0 a partir du vecteuE fournit une équation dif-
férentielle qui admet pour solution toutes les combinaisons linéaires possibles de
f@), f(wx), ..., f(&1x). Cet espace vectoriel est aussi engendré par les séries
£O0), f(x), ..., f7~1(x) auxquelles nous nous intéressons. Par construction, la
méthode fournit I'équation différentielle d’'ordre minimal admettant pour solutions
toutes celles de I'équation (1) et leurs orbites sous I'action du groupe de Galdis
x" = t. On obtient donc ici encore la méme équation= 0 que celle obtenue par la
méthode précédente dilest le ppcmg des opérateuds, D1, ..., D,_1.

En particulier, et comme on le verra sur I'exemple de I'équation de Ramis—Sibuya,
I'équation Ly = 0 n’est pas toujours d’ordre maximet ; autrement dit, le vecteur
E n’est pas nécessairement cyclique.

Ces observations nous conduisent a I'algorithme suivant :

Algorithme : version 4.

1. Ecrire le systéme compagnon de I'équation (1), & savoir,

_dv 1
AY = 00 = LAY
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ou
[0 1 0 ]
AW =
: 0 1
—ap —ap—2 —dp-1
| dpn an anp |

2. Ecrire le systéme somme directe
5 r—1
— —AX)Y =0 oUu A(x)= @A(wfx).
j=0

3. Appliguer I'algorithme du vecteur cyclique au systémmE = 0 et au vecteur
E, d’ou I'obtention de I'opérateuk aprés normalisation éventuelle.

2.2.2 Par réduction du rang. Il s’agit, ici encore, d’'une méthode par saturation ga-
loisienne mais celle-ci est partie intégrante de la réduction du rang dont nous utilisons
maintenant les propriétés.

Notons ¥ (x) une matrice fondamentale de solutions d’'un systéeme quelconque
AY = 0. Le systeme-réduit associé &Y = 0 est 'unique systéeme de la variable

H(x)
, 1 W _
t = x", méromorphe en 0 et admettant les solutipns . pour un choix

x_(r_i)%(X)

donnéx = /" d’une racine-*Meder. Ce systéme admet pour matrice fondamentale
de solutions la matrice

y(tl/r) y(wtl/r) . y(wrfltl/r)

(tl/r)—ly([l/r) (wtl/r)—l%(wtl/r) . (a)r—ltl/r)—ly(wr—ltl/r)
V()=

(tl/r)f(rfl)y(tl/r) (wtl/r)f(rfl)y(wtl/r) . (wrfltl/r)f(rfl)y(wrfltl/r)

pour un choixx = /" quelconque d’une raciné”¢ det.

Pour¢ =0,1,...,r — 1, notonsAt(r) = Y m Aetrmt™" de sorte que

Ax) = A%y + x AT + -+ 2T TATTIG).
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Le systeme-réduit associé &Y = 0 s’écrit ([L-R01], Theorem 1.1)

ou I désigne la matrice identité de dimensiopgt ou
[ A% AT tATTR2() - tALE) ]
Aty A% AT
A%y Aty A0
At) =
A%r) tATTY) tAT2(r)

Al A% 1AL
_Arfl(t) .. . S Az(t) Al(l‘) AO(Z) i

Supposons maintenant, & nouveau, gue = 0 soit le systéme compagnon de
I'équation (1) :Dy = 0 admettant une solution formelfex) = >, .o umx™. Alors,

compte tenu de la forme de la solution fondamenta|ée systéme&rY = 0 admet,
pour toutj, une solution dont la premiére composante est €é9alg,aq ujymrt"
Dans un soucid’homogénéité avec les sections précédentes, revenons a lavagiable
117 etaux sérieg’ (x) = - o jmrx/ " €N posank (x) = (@;;3xf1)Y(xr).

On obtient le systeme

dX
X122 _B)X =0 2)
dx
ou la matriceB s’ecrit
r AO(xr) xr—lAr—l(xr) . . x2A2(x’) xAl(xr) —
xAl(xr) AO(xr) szz(x’)
x2A(x") xAL(x")

B(x)=

AO(xr) xr—lAr—l(xr)

| xr—LAT=1(xr) e e x AN AP(x")
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Ce systeme qdmet, poir= 0,1, ..., r—1,une solution dontla premiere compo-
sante est égale & (x). Le résultat est d'ailleurs vrai pour toute composante d’indice
1 modn. On peut alors proposer I'algorithme suivant :

Algorithme : version 5.

1. Ecrire le systéme compagnon de I'équation (1) a savoir

0 1 ... 0
dy
xr“d— = A(x)Y ol A(x) = x"T1
X
: 0 1
—ag —ap-2 —dp-1
L al’l o an an -

2. Ecrire le systéme-réduit enx associé (2) dont la matricB(x) est donnée
ci-dessus.

3. Ecrire I'équation différentielle obtenue par I'algorithme du vecteur cyclique a
partir du vecteur initialE = (1,0,...,0 (ouE =(0,...,0,1,0,...) pour
%‘,—/

kn termes
n'importe quelk < r) d’ou I'opérateurL apres normalisation éventuelle.

Remarque 2.2. Cette approche montre que l'algorithme s’applique également aux
séries formelles-logarithmiques solutions mais non, en général, a celles qui contiennent
des exponentielles ([L-RO1] Prop 3.3).

En effet, considérons un systeme généél = 0 et supposons qu€ colonnes
d’une de ses solutions fondamentales formelles s'écrilE&ntx™ ou la matriceH
de taillen x n’ est a coefficients séries formellesxeat oUM est une matrice constante
de taillen’ x n’.

La restriction deV a ses: premiéres lignes contient les colonnes

ﬁ(wjx)(wjx)M = ﬁ(wjx)xijM pour j =0,1,...,r — 1

Ainsi l'espace vectoriel qu ‘elles engendrent contient toutes les combinaisons linéaires
des colonneﬂ(aﬂx)x pour tout; et en particulier, si I'on note comme precedem-
mentH/ les sous-séries des termesrdenr extraites deH les coIonnesH/(x)x

pourj =0,1,...,r — 1. Enrevanche, si le systeme& = 0 admet des solutions de

la forme H (x)x™ 2 alors Q(1/(w/x)) = Q(1/x) seulement sQ(1/x) est un
polyndme en 1x" ce qui n'est pas le cas en général. Ainsi, on ne peut pas en général
réaliser les combinaisons linéaires souhaitéegisur

Remarque 2.3. Nous précisons ici le point 2 de I'algorithme précédent (version 5).
Lorsque I'équation de départ (1P.y = 0 est a coefficients polynomiaux son systeme
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compagnon est, en général, a coefficients fractions rationnellesRwur construire

la matrice B(x) il s’agit d’extraire des coefficients de la matrice compagoles
sous-séries des termesidenr. Deux méthodes naturelles se présentent pour extraire
les sous-séries des termesrdenr d’'une série définie comme fraction rationnelle.

Variante 1 : L'une des méthodes consiste en un algorithme de division euclidienne
dans lI'annealC(7)[X] aprés avoir remarqué gue la décomposition cherchée d’'un
élémentz(x) € C(x) sous la forme

a(x) =a®(t) + atOx + -+ a" " LOx"t ot r = x

traduit I'isomorphisme canonique enttéx) etC(T)[X]/(X" — T).
Notonsa = £ une décomposition irréductible de On peut voirp etg comme

q
des éléments d€[X] et donc aussi d€(T)[X].
Sig = 1 la division euclidienne de(X) par X" — T dansC(T)[X] fournit une
identité

p(X)=Q(T, X)(X"—T)+ R(T,X) avec degR <r —1.

Sig # 1 onremarque que(X) et X" — T sont premiers entre eux. On applique
I'algorithme d’Euclide pour établir I'identité de Bézout

Ug+ V(X" —T)=1 avecU etV e C(T)[X]
et on effectue la division euclidienne @&/ par X" — T d’ou une identité
p(X)U(T, X) = Q(T,X)(X" —T)+ R(T,X) avec degR <r — 1.

Dans les deux caRB(z, x) fournit la décomposition de(x) cherchée.

Variante 2 :

Une autre méthode s’appuie sur la remarque suivante.
. dX . _ . .
Le systemed— = B(x)X admetla solution fondamentalg (a))(@j’.zé Y(w'x)) ol
X

I, I, - I,
I, ol - o,
Up()=| . ) ) est une matrice de Van der Monde par
In wr—lln w(r—l)(r—l)ln
blocs construite suf,, wl,, w?ly, ..., " ~1I,. On passe donc du systém&’ =
dy

~ o~ ~ dX
N _1 N
T xr+1A(x)Y = 0 ou A(x) = P A(w;x) au systemecg = B(x)X par

la transformation de jauge constante= U, (w)X. D'ou, un possible calcul dB(x)
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par la formule
B(x) = Up(0) *A(x) U, ()

= 20,(2) At @)

Notons que cette formule trés simple nécessite d’'introduire le nombre algébrique
w que 'on avait jusque la évité dans cette version 5 de I'algorithme.

3 Approche duale dans I'espace des opérateurs aux
différences

Nous nous posons ici la méme question qu’au paragraphe précédent mais sous sa
forme duale :Comment obtenir des équations aux différences auxquelles satisfont
les suites des coefficients des sérfégx) a partir d’'une équation aux différences a
laquelle satisfait la suite des coefficients de la séfie) ?

Nous noton®\} = C[m][t] I'algebre des opérateurs aux différences a coefficients
polynomiaux olm est la variablesy € Z est I'indice des suites si I'on fait opérer
A] dans l'espac&” des suites complexes et € R ou C si I'on fait opérerA}]
dans I'espace des fonctions complexe de variable réelle ou complexe)retsil
I'opérateur de décalage arriere({,,) = u,,—1) ou I'opérateur de translation de 1 a
droite tf(m) = f(m — 1)). Dans cette algebre les relations de commutation sont
engendrées par l'unique relation

mt —1Tm =T.

La transformation de Mellim( : A3 — AJ définie par
Mx)y=1 et M) =m.

établit un isomorphisme d’algebres enfxe et A]. On notera qu’en particulier, elle
fait correspondre de part et d’autre les relations de commutation

x—x5=x et mr—tm=r.

A un opérateur différentieD = 3 o<, b; 1 x'8* d’ordre n et de degrép elle fait

O<k<n

correspondre I'opérateur aux différencB$ = Y o<i<, by xt'm* d'ordre p et de
o

<k<n
degrén que I'on peut réécrire sous la fornie = 3, _ , ¢;(m)t' grace alarelation
de commutation. A I'équation différentielle (1) correspond ainsi, par transformation
de Mellin, I'équation aux différences

D*y =0. )
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Si une sérief (x) = ), .qunx™ est solution de I'équation (1) alors la suite de ses
coefficientu,, ) >0 €st solution de I'équation t}.avec conditions initiales adéquates
et réciproquement.

Les procédures de passagdila D* et vice-versa sont élémentaires. On en trouve
des implantations dans [BCL] et da@$un([SZ94]).

Les méthodes du paragraphe précédent se transposent dans ce contexte. Nous les
évoquons rapidement.

3.1 Saturation galoisienne de I'équation aux différences

CommeAy, l'algébre dualeA] se plonge de fagon canonique dans l'algebre
C(@m)[7] et celle-ci étant euclidienne a droite et a gauche on peut y calculer le ppcmg
des opérateurs déduits B par I'action itérée du génératesrf : © — wt du groupe
de GaloisS} de I'équationt” = o.

Algorithme : version 1*.

1. Pourj =0,1,...,r — 1, déterminer I’opérateuIDj’.k en substituant’/t a
dans I'opérateur aux différencéx’.

2. Déterminer un plus petit commun multiple a gauche dans I'alg€lire)[z]
des opérateur®;, DI, ..., D’_;.

3. Endéduire son unique représentant primitif normalisé ZOSJSP Aj(m)t’
a coefficients dana.

On peut ici encore utiliser la procéduskew_gcdexdu paquetage Orealgebra
de MAPLE pour déterminer le ppcmg des opératel);‘s(point 2.).

3.2 Elimination polynomiale

e Premiére variante :

On peut comme dans I'algorithme, version 2, traduire I'action du groupe de Galois par
l'introduction d’'une indéterminéf et réaliser la saturation galoisienne en éliminant
§2 par un calcul de pgcd a droite dans I'algebig 2] euclidienne a droite et a gauche.

Algorithme : version 2*.
1. Déeterminer le polyndme** e AJ[2] en substituanf2r a r dans I'opérateur
D*.
2. Par un algorithme d’Euclide dans I’algébfg[sz] déterminer la relation de
Bézout

SYQOQP* Q)+ T*(2)(Q" —1) =vA
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dans laquelleS* et deT* appartiennent &[], leurs coefficients sont des
polynémes de\] dont les contenus sont premiers entre eug,C[m] et A est
normalisé.

e Deuxieme variante : produit de Hadamard.

Rappelons que le produit de Hadamard de deux séries est le produit terme a terme de
leurs coefficients. Les sous-sérigé(x) = 3, _ouj+mrx/T" des termes deenr

d'une sérief (x) = > m>0Umx™ sont donc les produits de Hadamard figar les
sériesptr =Y, _ox/ .

Des algorithmes généraux de calcul de produits de Hadamard par élimination
existent. On trouvera par exemple, dans le paqueBga ([SZ94] deMAPLE, une
procédurdnadamardproduct qui, étant données deux relations de récurrence vérifiées
par des sérieg et g respectivement, restitue une relation de récurrence vérifiée par le
produit de Hadamard © g de ces séries. Dans le cas particulier qui nous occupe on
peut en donner une version spécifique ; il s’agit, dans ce cas, de construire un multiple
a gauche de I'opérateur aux différend@s € A* qui s’exprime en fonction des puis-
sances de’. Pour cela, on peut observer que le quotientde)[5] par D* a droite
est unC(m)-espace vectoriel de dimension finge de ban‘L’j)OSjSpr et cher-
cher une relation de dépendariten)-linéaire entre les représentants des puissances
successives de€'. Dans tous les cas, il suffit d’aller jusqutd”.

Algorithme : version 3*.

1. RemplaceD* par I'opérateur unitair®* = Y o_; , ,’j}’((’;’l))r’ e Cm)[z].
2. Pourj e Nvariant de 0 g (au plus) déterminer I'unique représentafte
C(m)[r] de degré< p — 1 det’/" moduloR* a droite.

3. Par un algorithme de Gauss dan{Jen)-espace vectoriel(m)[5]/(R*) dé-
terminer, en supprimant les dénominateurs, la premiére relation

Z Aj(m)V; =0

0<j<p

de dépendance linéaire entre Igsa coefficientsA; € Clm].

4. A=Y 0ci<p Aj(m)t"/ est, aprés normalisation éventuelle, 'opérateur aux
différences cherché.

3.3 Saturation galoisienne du systéme compagnon

Un opérateur aux différences admet une forme compagnon analogue a celle d’'une
équation différentielle. Sous I'action du générat@tir: t — wt du groupe de galois

S} un systemdr — C*(m))Y = 0 devient(r — o~ 1C*(m))Y = 0 et une solution
() m devient(w™"™u,,),,. La version qui suit est un analogue de la version 4. On note
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E1 = [1 o --- 0] le vecteur-ligne représentant la premiére forme coordonnée
dansC” etE le vecteur lignek = [E1  E1 --- E1] de dimensionp.

Algorithme : version 4*.
1. Ecrire le systéme compagnon de I'équatiot) (& savoir,
AY =1Y —C*(m)Y =0

0 1 ... 0
ouC*(m) =
: 0 1
o =2 Tl
L ¢p Cp cp

2. Ecrire le systéme somme directe
r—1
A*Y =Y —C*m)Y =0 ou C*(m) =P o/ C*(m).
j=0

3. Lalgorithme du vecteur cyclique appliqué au syst@éfv = 0 et au vecteur
E conduit a 'opérateur aux différences

3.4 Réduction du rang

Etant donné un systéme aux différences d’ordre un et de dimepsion
A*Y = (r — C*(m))Y =0 1)
le systéme d’ordre et de méme dimensiop
(" — B*(m))Y =0 (2)
ou
B*(m) = (" IC* )" ECH(m)) . .. (xC*(m))C* (m)

admet pour solutions toutes cellesAeY = 0 et il est invariant sous |'action d&;.
C’est donc un analogue du systéme de rang réduit pour les systémes différentiels.

Algorithme : version 5*.
1. Ecrire le systéme compagnon de I'équatiot) (& savoir,

A*Y =1Y — C*(m)Y =0
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ou
[ O 1 0
C*(m) =
: 0 1
—0 2~
L ¢p Cp Cp

- . R L, . ~T ., .
2. Ecrire le systeme-réduitA* Y = t"Y —B*(m)Y = 0 associé dont la matrice
B*(m) est donnée par

B*(m)=C*m —r+1)C*m —r+2)...C*(m — 1)C*(m).

~T
3. Lalgorithme du vecteur cyclique appliqué au systenie Y = 0 a partir du
vecteur initialE = (1,0, ..., 0) conduit a I'opérateur

A= Z Aj(m)r’j.

0<j<p

Remarque 3.1.0n a utilisé ici un systeme-réduit de méme dimensiop que le
systeme initial. Comme dans le cas différentiel, on aurait pu introduire un systéeme
r-réduit de dimensiopr mais il faut noter qu’on ne peut ici introduire une puissance
reme du décalage = /" comme on avait introduit la racine= x¥/” de la variable

x. Au lieu du systéme (2) on utilise quelquefois le systéeme de dimempsgion

[0 0 ... 0 AT
A 0 ... 0 O
1Z=C*Z ou Cr=|: "-. - : (3)
| 0 A O
(”mr)m
. . . . Wmr—Dm .
Si la suite(u,,),, est solution de (1) la suit ) est solution de (3) et,
Wmr—r+Dm
Zo
si on partitionne le vecteur inconrii= : enr vecteurs de dimensiop, on

Zr 1
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tZo = AZ,
] . t/Z1 = AZp o
obtient les équation . . En particulier, chaque vecteds; est
21 = AZ,

solution du systeme-réduit (2).

4 Comparaison des diverses méthodes et exemple

4.1 Relation entreL et A

De facon globale, I'approche directe et I'approche duale se correspondent par I'iso-
morphisme de MellinM qui échange les coordonnées. Cependant, les opérdteurs

et A auxquels conduit chacune de ces deux approches ne se correspondent pas par
cet isomorphisme car une permutation de I'ordre et du r6le des coordonnées n’est pas
compatible avec les opérations effectuées. Ceci est lié au fait que les divisions, pgcdd,
ppcmg,... sont définis dans I'algébf&x)[§] a coefficients rationnels alors qu’on

fait agir I'isomorphisme de Mellin par permutation des coordonnées sur l'algébre
Ay = C[x][8] a coefficients polynomiaux. Les relations arithmétiques établies dans
C(x)[8] induisent des relations analogues daagn supprimant les dénominateurs.

Ce faisant on remplace divisions par pseudo-divisions au sens des algebres de Ore et
on introduit des facteurs supplémentaires dont il faut tenir compte. Expliquons plus
en détail :

L'opérateur différentiell est un ppcmg dans l'algébf&(x)[8] mais appartenant
aA; = C[x][8], des opérateurs differentief3; (cf. Algorithme : version 1). Il vérifie
donc des relations de la forme

S;Dj =u(x")L pourj=0,1,...,r-1 Q)
ousS; € Ap etoliu(x") € Clx"].

L'opérateur aux différences est un ppcmg, appartenanid, des opérateurB;.k
transformés de Mellin des opérateurs. Il vérifie donc des relations de la forme

G;D; =v(m)A pourj=0,1,...,r—1 2

ouG; € Aj etouv(m) € Clm].

Par transformation de Mellin inverse, les relations (2) deviennent
G;Dj =v()A pourj=0,1,....r—1

et, en les comparant & (1), on voit que c'e&t) A et non pash lui-méme en général
qui est un multiple a gauche da@sx)[$] de I'opérateurl. A fortiori, comme on le
constate sur I'exemple de I'équation de Ramis—Sibuya ci-desaon'®st pas égal a
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L en général. En supprimant les dénominateurs et en remarquaﬁtenlesont des
polynémes en” et§ on en déduit une relation de la forme

ur(x"HEA = 0(x", )L (3)
olu1(x") € C[x"], v(8) € C[8] etouQ(x, ) € A; et larelation duale
ur(tHvm)A = Q(t", m)L*. (4)

A partir de la transformée de Mellin de la relation (1) , on obtient, de méme, des
relations du type1(m)u(z")L* = P(m, t")A etvi(u(x")L = P(§, x")A.

4.2 Exemple de I'équation de Ramis—Sibuya
L'équation de Ramis—Sibuya est I'équatifry = 0 ou I'opérateurD s'écrit
D = az(x)9° + az(x)3% + a1(x)d + ag(x) (5)
avec
az(x) = x8(3x3 — 10x2 — 2x — 4)
az(x) = x3(12x°® — 47x% — 16x3 — 5002 — 8x — 8)

ar(x) = 2x(3x8 — 14x5 — 12x% — 5x3 — 14x2 — 6x — 4)
ap(x) = 12x% — 14x3 + 60x2 + 12x + 8

Cette équation admet pour solutions les deux exponentieliéset Y% et la sé-
rie de Ramis—Sibuyd (x) = g(x) + &(x?) ou g désigne la série d’Eulef(x) =
> pso(=D nlxmtE,

Nous nous proposons d’appliquer les algorithmes précédents (directs et duaux) a
cette équation.
Nous nous plagons, pour l'instant, dans le cas 2.
L'opérateurL calculé par les algorithmes du paragraphe 2 est I'opérateur
Ls = x®(3x* + 86x2 + 168)0° 4 2x5(21x® + 691x* 4 1598:2 4 168)9*

+ x°(162¢% 4 606 v 4 16226: 4- 184893
+ 2x2(90x8 + 3816¢® + 1207%* + 2502 — 16892
+ 120 (3x® + 1448 + 642c* — 12¢% + 1120
— 24(15¢* 4 50x% + 56)
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ou, si on I'exprime en fonction de I'opérateur d’'Eubgr

Ls = x* (3x* +86x? + 168 5° + 2x? (6x° + 261x* + 758x2 + 168 §*
+ x? (15x® + 779x* 4 2930x2 — 168) §°
+ (6x8 4 351x% + 2236x* — 1348x2 — 336) 52
+ (—10x® + 854x* 4 1036x2 + 1680 §
— 360x% — 1200x2 — 1344
C’est un opérateur d’'ordre 5 et non pas d’ordre maximrad= 6 ce qui fournit un
exemple de vecteut non cyclique, comme annoncé au paragraphe 2.2.1. L'opérateur
est de degré 13 si on I'exprime en fonction @enais de degré 8 seulement si on le
développe suivant les puissanceside
L'opérateur aux différencea calculé au paragraphe 3 est 'opérateur
A10 = 9(m — 8)(m — 10)%(m — 9)2(16m° — 296m*
+ 2058m°3 — 7601Lm? + 20271m — 33468 10
— (1792m° — 87200m® + 18363521 " — 22004044,°
+ 166720060n° — 847108525:* + 301920636@:>
— 77388069532 + 1342451751@: — 1169841751m — 8) 8
+ (—1216m1° + 55392m° — 107928818 + 11719164n’
— 77174132n% + 3096427681° — 659015878:% — 98207604n°
+ 549190224 — 16879573428 + 19197313776
+ (—256m0 4 7936m° — 77344m8 — 103744n" + 84522881°
— 81663212n° + 4214707520 — 135360054013
+ 274600460@° — 3157587766 + 13675584007
+ (—512m° + 18944m8 — 295744n" + 2553728n°
— 13375840n° + 43086584n* — 78262880n°
+ 47433816n° + 817848481 — 13036934412
+32(m — 1)(m — 4)(16m° — 456m*
+ 50661 — 2833312 + 861231 — 126126.

C’est un opérateur d’ordre 10 en(5 ent?) et de degré 10.
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Son transformé de Mellin inverse est I'opérateur d’ordre 10 (et non pas 5 comme
Ls)
A10=16x*(3x% +10x% — 2x +4) (Bx% — 10x% — 2x — 4) 610
+ 8x2(639x8 — 5228x5 — 2196x* — 288x2 — 64) §°
+ 2x2 (374138 — 192160r® — 29020x* + 12016x2 + 4864 §°
+ (57566 7x 10 — 16396048 + 1826528 + 26304x* — 66368x2 + 512) 5’
+ (2519145:10 — 3228668: + 1194340c°
— 201280x* + 190976¢2 — 17152 §°
+ (6379893¢ 10 — 20077318 — 1528848:°
— 943852¢* — 118880r? 4 237120 §°
+ (908910910 + 21014488 — 2215606¢°
+ 2098096:* — 1103560¢% — 1775584 5%
+ (6651108¢1° + 33755938 + 2148924°
+ 5161060¢* + 55711682 + 7937664 5°
+ (1928556¢1° + 970506x8 + 436398¢°
— 191505524 — 123895442 — 2144233652
+ (—234120x8 — 545820¢8 + 33655632* + 171105122 + 31203904 5
+ 162000x® — 19817280:* — 116380802 — 16144128
La relation (3) est vérifiée pa~t10 et Ls en prenant
o ui(x?) = 243x%0 4+ 34830x*® + 2064960: 16 + 65046960: 14
+116361528G12 + 117710759360 + 6516245568a°
+ 203987266560° + 362640015360* + 342535495680°
+ 133827821568
° v(d) =1,
o 0(x2,8) =16(3x3—10x2—2x —4)
(3x% 4 10x% — 2x + 4) (3x* 4 86x2 4+ 1694 5°
— 8(459x10 — 13002x® — 278300 — 493880r*
— 5217922 — 153216(3x* + 86x2 + 1683 5%
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+ 2(13365x14 — 1993644¢1? — 4978744810
— 413971040:8 — 856551216:5 — 24545061764
— 29823521282 — 11438622723 x" + 86x2 + 16872 §°
— (261711x*® — 3839923816 — 82687370414
— 827740411212 — 7149636059210 — 2823827375048
— 2419380097792° — 5180973643776%
— 5061866471424° — 2149514551293 x* + 86.x2 + 168) 52
+ (4644459%%° 4+ 118731420:2° + 916291234818
+ 9791677944G6*° — 4033206784368* — 82159591566528'2
— 550884952288448'° — 2075017277585152
— 3910594860533766° — 4248923686576128"
— 2981326231683072 — 1097681283514368
— 8084610¢2% — 299382804%° — 786307176G 8
+ 8922271219201° 4 27828286253286'*
+ 328935359770560' 4 1797276633574912'°
+ 5352759561623046° + 8114867619102726°
+ 7819726953185280" + 489252666212352(
+ 1607539792674816

Le transformé de Mellir. de Ls est I'opérateur

L= 3(m—6)(m—T72(m—8>327®
+ (m — 6) (86m™* — 1542m> + 9959m? — 26925n + 24632 °
+ (168m° — 1844m™ 4 5554m3 + 5092m? — 49450m + 60544 t*
+ (336m* — 2856m3 + 7724m? — 6340m — 1944 2
—336(m — 1) (m — 4).
C’est un opeérateur d'ordre 8. Il n’est donc pas multiple de I'opérateur qui est
d'ordre 10. De méme qu& o et Ls vérifient la relation (3), les opérateut§ et A1o
vérifient la relation (4).
On trouvera, écrites emAPLE, les procédures correspondant a chacun des algo-

rithmes présentés ci-dessus a I'adresse électronique indiquée dans [BCL]. A ce jour,
celles-ci n'ont pas été optimisées et nous n'avons pas évalué leur complexité. Leur
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exécution sur un certain nombre d’exemples donne une idée sans doute assez bonne
de celles qui sont a retenir et & développer en priorité.

A titre indicatif, nous donnons ci-dessous les temps de calcul obtenus sur un or-
dinateur de type Alpha EV6.7 cadencé a 667 MHz pour chaque méthode et pour des
valeurs de- allant ce 2 & 10 sur I'eemple de I'équation de Ramis—Sibuya. La notation
A5(2) signifie «Algorithme : version 5 et variante 2». Les étoil@sdiquent un temps
de calcul supérieur & 1400 s et les doubles éteilagne mémoire saturée a 128 Mb.
Dans le cas de I'algorithmé2* et pourr = 3 la saturation de la mémoire est obtenue
apres un temps de calcul de 230 s seulement.

Méthodes directes :

r 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Al | 09| 51| 151 *
A2 | 24 «
A3 6| 23| 30| 90| 89| 28.7]|21.5]| 196.9| 50.0
45.21 26.0 *

Ad | 4
A5(1) | 5| 1.9| 28| 96| 9.8 41.0| 28.0| 231.0| 71.3
A5(2) | 5| 40| 6.6|89.0|56.0]| =

Méthodes duales :

r 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Al* 1.5 *%
A2* 2.0 Kk
A3* .5 2.4 241 125 10.2| 43.0| 30.2| 123.0| 71.0
A4* 8] 121.2| 1050.0| =
A5*(1) 3 1.6 15| 64| 47| 19.1|116| 47.1| 25.0
A5*(2) 9 4.6 6.0 30.1| 25.3| 150 88 | 642.0| 341.3

Les meilleures méthodes apparaissent étre ici sans conteste celles qui utilisent
la réduction du rang sans recourir a I'emploi de nombres algébriqgiiad) et sa
duale A5*(1)) ou celles qui reposent sur le produit de Hadamar@*(ou sa duale
A3). Notons que I'écart entré3 et A5(1) par exemple n’est pas significatif. Ainsi la
procédureA5(1) écrite en utilisant les procédures générales d’élimination de Gauss
disponibles sousiAPLE sans tenir compte de la forme spécifique des systémes de rang
réduit n’est certainement pas optimale. A titre anecdotique nous pouvons d'ailleurs
ajouter que le méme algorithn#8 exécuté sur une machine équipée d’un processeur
de type Pentium cadencé a 2,2 GHz s’est avéré deux fois plus rapide sauf dans le cas
r =9 ou il s'est avéré 5 fois plus lent!
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4.3 Remargue sur l'utilisation d’équations différentielles
linéaires affines

Nous avons choisi de travailler avec des équations différentielles linéaires. On peut tout
aussi bien travailler avec des équations différentielles linéaires affines («avec second
membre»).

Nous nous contentons ici d'observer I'exemple de la série de Ramis—Sibuya. Celle-
ci satisfait a I'équation différentielle linéaire affine

xPQ2—x)y" +x%(44+5x2—2x%)y + 22— x +x%)y = 4x + 2x° +10x3 — 3x%. (6)

En adaptant les méthodes développées au paragraphe 2 on obtient les équations
différentielles linéaires affines

L3(y) = 6x° 4 56¢* qui admet pour solutior®
etLz(y) = —x°> — 143 — 8  qui admet pour solutior*
ou L3 est I'opérateur
L3 = (x°+4x") 33+ (34x% 4+ 8x* + 6x8) 92
+ (12x3 4 6x" +43x°%) 9 — 10x? - 8.

(Une base de solutions de I'équatibs(y) = 0 est donnée par’*, e /* etel/*?).
En dérivant respectiveme(fix6 + 56x4)_1L3(y) et(—x5 —14x3 — 8x)_1L3(y)
on obtient les équations différentielles linéaires («sans second membre»)

L,(y) =0 quiadmet pour solutiof®
et

Lj(y) =0 qui admet pour solutioyf*
ou
Ly(y) = x8(3x% +28) 0% + x° (27x* + 314x2 4 56) 9°

+3x%(18x* + 251x2 + 28) 92 + x (18x® + 303x* — 146x% — 56) 3
+120x% + 224

et

Ly(y) = x8(x* +14x% +8) 9% + 2x° (5x5 4 85x* + 7042 4 8) 93
+ x4 (24x5 4 485x* + 478x% +72) 9
+2x (6x8 4 144x% + 153x* +2x2 - 8) 3
+30x* 4 60x2 + 16,
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Ces équations sont d’ordre 4 ce qui prouve, en particulier, que I'équégion = 0
n’est pas I'équation d’ordre minimal vérifiée par I'une ou l'autre des sous-sgfies
ou f1. On vérifie que 'opérateuts qui admet simultanément les deux sérjes
et f1 pour solutions est, en fait, le ppcmg dg et deL). En remarquant que la

série /1 est la sous-série des termes impairs de la série d’Euler et en appliquant la
méme méthode & I'équation d’Eulety’ + y = x on obtient pourf ! 'équation avec
second membre*y” +2x3y’ — y = —x ou encore, sous forme homogeéne, I'équation
x%y" + 5x%y" + x(4x? — 1)y’ + y = 0. Celle-ci est d’ordre 3 et non pas 4 ce qui
montre que I'équatiol;y = O n'est pas I'équation d’ordre minimal vérifiée pat.

5 Appendice : invariants formels d’une équation
ou d’'un systéme

Dans ce paragraphe, nous indiquons comment accéder de facon explicite ou algorith-
mique aux invariants formels des équations ou systemes différentiels et, en particulier,
a leur différents niveaux. Le cas d’'une équation est beaucoup plus facile que celui

d’'un systéme : tous les invariants formels se lisent sur un nombre fini de polygones de
Newton associés a I'’équation moyennantla résolution d’un certain nombre d’équations

algébriques qui sont génériquement de degré un.

Quitte a réduire les systémes a une forme compagnon on peut ainsi, en théorie, cal-
culer tous les invariants formels d'un systeme. Malheureusement, une telle réduction
par un algorithme de vecteur cyclique conduit souvent a des équations dont les coef-
ficients sont énormes voire incalculables en pratique. Il est donc justifié de s'attacher
a la recherche d’algorithmes opérant directement sur les systéemes.

Les invariants formels d'un systéme se lisent sur une solution fondamentale for-
melle et caractérisent chaque classe formelle. Rappelons que la classification formelle
des systémes est la classification modulo transformation de jauge méromorphe for-
melleY = T (x)Z, i.e., dans laquell& est une matrice inversible a coefficients mé-
romorphes formels. La notion d’équivalence formelle en termes d’équations s’énonce
moins simplement. On renvoie a [Ore33] ou a [S96] Cor. 2.6.

5.1 Invariants formels des équations différentielles

Considérons, comme au paragraphe 2, une équation différentielle

Dy=0 (1)
ou 'opérateur

D =a,(x)3" + ay,_1(x)0" + - - - + a1(x)d + ao(x)
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est a coefficients méromorphes convergents ou formels €n0 (il n'est pas utile
ici de se restreindre au cas polynomial) et noto@s la valuation enx d’une série
méromorphe.

Les algorithmes de détermination des solutions formelles reposent sur les notions
de polygones de Newton et d’équations caractéristiques qui leur sont attachées (voir
([BJ97] ou [M79]) par exemple). Nous esquissons ces notions ci-dessous.

e Le polygone de Newton de I'équation (1) elle-méme est défini comme suit :
Dans le demi-plafiR* x R on considére 'ensemble des deuxiémes quadrants
Qi ={(x,y) eR" xR |x < jety > v(g) — j}

de sommets chacun des poisv(a;) — j), j =0, ...,n eta; # 0. Le polygone
de NewtonN (D) de D estI'enveloppe corexe de laéunionQ = U;—g1,....,Q; de
tous ces quadrants.

La figure ci-dessous représente le polygone de Newton de I'équation de Ramis—
Sibuya.

On a indiqué, en italique a coté de
chaque point marqué sur le bord du
polygone de Newton, le coefficient
a prendre en compte dans les équa-
/O tions indicielle ou caractéristiques.

Polygone de Newton de I'équation de Ramis—Sibuya

Les pentes d&/ (D) sont des nombres rationnels positifs ou nuls. Celles qui sont
strictement positives sont appeldes niveaux deD. Quitte a utiliser une extension
finie x = ¢? de la variablex, on peut se ramener au cas de pentes entieres. Nous
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supposons donc désormais, pour simplifier les écritures, que les peNé®dgsont
entiéres.

e Les équations caractéristiques sont relatives a chaque cG% @ge Pour un
cOté de penté > 0 on parle d'équatiok-caractéristique ; pour le c6té de pente nulle,
s'il existe, d’équation indicielle. Ces équations sont définies par le symbole principal

de D associé a la filtration par le-poidswy ainsi défini : on choisitvg (x) = i1

etwy(9) = —1 de sorte quevy (x¥*19) = 0 et on définit le poidsv (D) comme le
plus petit degk-poids de ses monémes.

Pourk = 0 et si le c6té horizontal d&/ (D) est de longueung > O la partie
homogeéne de plus bas 0-poids Beest de la forme

no
oo(D) = x™ Z amﬂ',jx]a] avec ay+4ngne 7= 0.
Jj=0

On obtient le polyndme indiciel d® en negligeant le factew™ et en substituant a
x7987 le produitX (X — 1)...(X — j + 1) d'oul'équation indicielle de D :

no
Y am i XX =1...(X—j+D=0
j=0
Pourk > OetsiN (D) admet un c6té de penkele longueur horizontalg, la partie
homogeéne de plus baspoids deD s’écrit (modulo des termes depoids supérieur
si on écrit(x¥*19)7 au lieu dex *+1Jy/)
N
ok (D) = x" Y iy & 9)/
j=N;
ng
= xm (xk+la)Nk Zam’+(k+l)(N]é+j),N]:+j (xk+18)J
j=0
ol on anotéV; =ng+ --- 4+ nx_1 €t Ny = N; + ni. Ici, les deux termes extrémes
Ay e+ )N N, €L A4 kDN, N (X T0)™ sont non nuls. On obtient le polyndme
k-caractéristique d® en négligeant le facteur” (x*t19)Nk et en substituank a
xk*13 d’oul 'équationk-caractéristique deD :
nk
Zam/+(k+1)(N,2+j),N,Q+jX] =0.
j=0

Compte tenu de la remarque précédente, cette équation n'admét pa® pour
solution.

Décrivons a présent comment on obtient les solutions formellds.de
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e A un coté horizontal de longueup > 0 correspondentg solutions formelles-
logarithmiques de la forme

s—1

O(x) =x" Y gi(x)(Inx)/

j=0

ouu € C,s € N* et ou lesp; sont des séries formelles en

Celles-ci sont calculables par la méthode de Frobenius. Les différentes valeurs
de u sont les racines de I'équation indicielle comptées avec leur multipliciest
inférieur ou égal a la multiplicité de I'exposantcorrespondant moduld. La mé-
thode de Frobenius consiste a chercher des solutions de laférng,. o u,,x™ par
identification et & introduire autant de puissances successivestciinécessaire
pour contourner les incompatibilités. Pour les détails on renvoie a [Ince] Chap. XVI.

e A un coté de pente > 0 et de longueur horizontatg correspondent; solutions
de la forme

y = q)(x)eII(l/X)
ou @ est une combinaison linéaire de séries formelles-logarithmiques du type précé-

N 1 —a 1 1\, .
dentetouy; estdelaforme (—) = ——|—q1<—>, Ietermeh(—) étantun polynéme
X kxk X X

en— ou en une puissance fractionnaire-dede degré er- strictement inférieur a.

X X X
Les différentsy; qui apparaissent sont les racines de I'équati@maractéristique de
D comptées avec leur multiplicité.

Pour obtenir les termes suivantsqlé suffit d’'opérer le changement d’'inconnue

y = e~o/kx" 7 ot de considérer I'équation différentielle enDans le polygone de
Newton de cette équation on ne prend en compte que les pentes inférigu@a a
construit ainsi une suite finie d’'opérateurs jusqu’al’obtention d’une pente nulle comme
seule pente admissible. A cette derniére, si elle existe, on applique la méthode de
Frobenius pour déterminer le factebir

Les invariants méromorphes formels de (1) sont les trigletsodZ, s, g).

Les différentsu modZ sont les exposants de monodromie formelle. Les nombres
entierss associés a. sont les dimensions des blocs de Jordan de la monodromie
formelle pour la valeur propre?™. La partie exponentielle? %) des solutions est
aussi appelée leur partie irréguliere. Dans le cas de I'équation de Ramis—Sibuya les
invariants méromorphes formels sont ainsi les trip{étd, 0), (0, 1, %) (0,1, x—lz)

Des procédures de calcul de ces invariants sont implantées dans ldesiie
on trouvera un pointeur saesir2dans [BCL].
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5.2 Invariants formels des systémes différentiels

Nous considérons maintenant un systeme

ar _ AXx)Y =0 2
dx
de rang de Poincaré et nous nous proposons de déterminer les invariants de ce
systéme sans passer par I'intermédiaire d’une forme compagnon. Naturellement, dans
le cas ou I'on dispose d’une forme compagnon, comme dans celui ou une telle forme
compagnon est facile a obtenir, il est préférable de déterminer les invariants formels
sur I'équation associée.
En écrivantA(x) = ﬁ Zmzo A, x™, NOUS SUPPOSONgg = O sinonr ne serait
pas le rang de Poincaré et nous supposard) sinon l'origine ne serait pas un point
singulier de (2), toutes les solutions seraient analytiques a I'origine et il n'y aurait pas
d’invariant & déterminer.
Rappelons qu’un tel systeme admet une solution fondamentale formelle de la forme

Y(x) = F(x)xLeQ®®) 3)
. ) R 1 .
ol Q(1/x) est une matrice diagonale de polynémes-eau en une puissance frac-
X

: : 1 . ~ . -

tionnaire de—, L est une matrice constante complexeFetine matrice de series
X

méromorphes formelles ([BJL79], [L-R01] Theorem 2.2).

Les invariants formels du systéme (2) sont donnés®l/x) et L, plus pré-
cisément, par la forme de Jordan Heles valeurs propres étant prises mod#lo

LorsqueQ = 0 on dit que l'origine est unsingularité réguliere: dans ce cas,
en particulier, la matricé” est convergente des quel’est. LorsqueQ # 0 on dit
que l'origine est unsingularité irréguliereet la matriceF est, en général, une série
divergente.

: . "
Le degréc (éventuellement fractionnaire) d&1/x) en la variable- est appelée
X

rang de Katzlu systéme. On montre que le rang de Kagst toujours inférieur ou égal

au rang de Poincaréet que le vrai rang de Poincaré est la partie entiére supérieure de
k (i.e., le plus petit nombre entier qui lui est supérieur ou égal). Ainsi, un systéme est a
singularité réguliere si et seulement si son vrai rang de Poincaré est nul. En particulier,
les systemes de rang de Poincaré 0, quelquefois appedtisnes de premiére espéce
sont toujours singuliers réguliers. On dispose, pour ces systemes de premiere espece,
de bons algorithmes de calcul d’'une solution fondamentale formfghex’ ([CL],

[S86]). On peut, dans ce cas, choisir pduune forme de Jordan de la matrice de
téte Ag dex A. En particulier, les valeurs propres fiesont celles de la matricég et
I'équation indicielle estici remplacée par I'€quation caractéristiquégléa matrice

F(x) n'a pas de partie polaire ; la matruR(O) est inversible et ses colonnes forment
une base des sous-espaces caractéristiqudg.dee reste de la matricé (x) peut
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alors étre calculé par identification dans le systéme et on obtient ainsi des relations de
récurrence pour calculer de proche en proche toutes les parties hom@géheﬂe
F(x).

Pour plus de précision, si nécessaire, hous notetoas, r(A), ... le rang de

. . . Y
Katz, de Poincaré, ... du systéeme (%—: —Ax)Y =0.
X

Une premiére étape importante dans la recherche des invariants formels est la
détermination du rang de Katz. Commencons par voir comment on peut décider si ce
rang est nul, c’est-a-dire, si la singularité 0 est réguliére en suivant une méthode due
a Moser ([M060]). Nous traiterons ensuite du cas singulier irrégulier.

5.2.1 Détermination de la régularité, rang de Moser et calcul des solutions régu-
lieres. La méthode de Moser consiste a faire chuter le rang de Poincaré du systeme
jusqu’a I'obtention du vrai rang de Poincaré et ceci au moyen de transformations de
jauge polynomiales de degré au plus 2. Dans le cas ou le systéme est singulier régulier
on obtient ainsi un systeme de premiére espéece dont on sait calculer les solutions
([CL], [S86]). Pour tester si le rang de Poincaré est minimal, Moser attache au sys-
téme une nouvelle quantité aujourd’hui communément appelée rang de Moser et qui
est aisément lisible sur le systéme. Nous en rappelons la définition.

o . . Y
Définition 5.1. (i) Lerang de Moser du systéme (2§+ —A(x)Y = 0estlenombre
X
rationnel

m(A) = max(O, r+ r—0>
n
our désigne le rang de Poincaré du systeme (2) ep I&, rang de la matrice de téte
Ao dex"t1A etn la dimension du systéme (2).
(i) Le polyndbme de Moser attaché au systeme (2) est le polyndbme de la vatiable

A défini par in next
display
corre¢????

, A
B(A, A =x"d et (,\1 + 204 A1>
X

x=0

Comme c’est le cas du rang de Poincaré le rang de Moser n’est pas invariant par
transformation de jauge méromorphe mais il admet une plus petite valeur possible
w(A) que nous appelleronsai rang de Mosedu systeme.

Clairement, 0 est une singularité réguliére du systéeme (2) si et seulement si le vrai
rang de Mosef(A) du systéme en 0 vérifie la condition

pn(A) <1

Ainsi, si le rang de Moset(A) est< 1 le systéme est singulier régulier en 0.
Dans le cas ow(A) > 1, le théoréeme de Moser ci-dessous donne une condition
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nécessaire et suffisante, simple a vérifier, pour détermime¢4) est égal ou non au
vrai rang de Moser.(A). Dans le cas o (A) # u(A), Moser fournit, en outre, un
algorithme construisant a I'aide de transformations de jauge adéquates sur le systeme
. dy -
(2) un systemed— — B(x)Y = 0 de rang de Moser minimat(B) = (A) donc de
X
rang de Poincaré minimal.

Théoreme 5.2([Mo60]). (i) Le rang de Mosem(A) du systeme (2) est égal au vrai
rang de Moseru(A) si et seulement si le polyndme de Mos®€¢A, 1) n'est pas
identiguement nul.

(i) Siu(A) < m(A) on peut réduire le rang de Moser du systéme par des trans-
formations de jauge de la forme

T(x)=(Po+ Pix)A

ou Py et P; sont des matrices constantd®, est inversible et otA est une matrice
diagonale dont les termes diagonaux ne prennent que les valeurs .1 ou

Pour plus de précisions sur I'algorithme on renvoie a [H87] et [B95]. Signalons,
en outre, que l'algorithme de Moser est implanté dans la procédaser_reduce
du paquetage DEtools desPLE.

4x~1 -4
Exemple 5.3. Considérons le systeni€ = AY oUA = .
2x 2 —3x71

. 1 .
La matriceA est de la formet = = (Ao + A1x + A2x?) ol
X

0 0 4 0 0 —
Ag = , A1= et A=
2 0 0 -3 0O O

Le rang de Poincarévaut 1. La matricedg est nilpotente de rang = 1 et rang
de Mosenn(A) du systeme vaut dong(A) =1+ 1/2 =3/2 > 1. Comme

A+4 0

Ag
xdetA ] + — + A1) =x
x 2x 1 1-3

‘ =x(A+4dHA -3

le polynéme de MosefB(A, A) est identiguement nul et le vrai rang de Moser du

systeme est strictement inférieur-a Comme ce rang est un nombre rationnel de

dénominateur 2 on peut, ici, d'ores et déja conclure gga) < 1, donc que le
systeme est singulier régulier en 0.
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x 0
La transformation de jauge de matrife= [0 J réduit le rang de Moser a 1.

R  dY N
En effet, le nouveau systeme s’ec—gl{— — B(x)Y =0o0u
X

1(3 -
B=T1AT —T717" == )
x|2 -3

Comme c’estun systeme de premiére espece en0on arréte lala procédure de réduction:

R . X . S L dY .
le systéme donné est un systeme singulier régulier en 0 équivalent au sy&steme
X

B(x)Y = 0 ci-dessus.

Dans cet exemple, on a pu conclure que le systeme est singulier régulier sans avoir
a effectuer la réduction du systéme par des transformations de Moser mais, en général,
et chaque fois que la procédure de Moser requiert plusieurs étapes, on ne peut éviter
le calcul effectif de réduction du systéme a chaque étape.

5.2.2 Cas des singularités irréguliéres.Turrittin ([T55]) et Wasow ([Was]) ont, les
premiers, donné en toute généralité une matrice fondamentale de solutions formelles
d'un systeme (2). Leur démonstration conduit a une version faible de la formule (3)
dans laquelle la séri peut contenir les puissances fractionnaires décessaires a
I'écriture deQ.

Dans [BJL79] W. Balser, W. B. Jurkat et D. A. Lutz montrent qu’'une bonne sy-
métrisation des formules obtenues par Turrittin et Wasow permet d’obtenir la forme
fine (3) puis, dans [L-R01], on exprime cette symétrisation en termes de réduction du
rang de certains systémes simples exhibant les invariants formels. Ainsi peut-on déja
lire tous les invariants formels du systéme sur la forme faible de Turritin-Wasow.

La démonstration de Turrittin-Wasow est algorithmique. Elle repose sur une triple
récurrence portant sur le rang et la dimension du systéme et sur le nombre de blocs de
Jordan dedp. Elle opére en alternance des opérations du type suivant :

— Découplage : si la matricép est somme directe de deux matrices sans valeurs
propres communes alors on peut scinder de fagon analogue le systéme par une
transformation de jauge formelle ([Was] Theorem 11.1).

— Changement de vecteur inconnu de la foime en Z.

— Mise sous forme réduite de Turrittin-Wasow : la matrice de tfele x" 1A
étant sous forme de Jordan nilpotente il s'agit de faire apparaitre dans les termes
suivantsA; des zéros sur toutes les lignes non nullea ggWas] Lemma 19.2).

— Cisaillement : ce sont des transformations de jauge diagonales de la forme
diag(1, x4, X2 x(1=Dg)
pour ung convenable a déterminer.
— Extension algébrique convenahle= * de la variable.
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Cette construction a le mérite d’établir la partie centrale du théoreme de classi-
fication formelle. Malheureusement, dans la pratique, elle s’avére trés peu efficace
pour calculer les invariants d’un systéme donné. En particulier, la mise sous forme
réduite de Turritin-Wasow est extrémement lourde et aboutit difficilement. Or, il est
en général nécessaire d'y recourir plusieurs fois.

Nous présentons ci-dessous un protocole dans lequel on s'intéresse en priorité a
la détermination de la partie irréguliére d’une solution fondamentale ([B97]) ; on sait
alors qu'il suffit de garder lesr premiers termes de chaque coefficient du systeme
pour garantir la validité des résultats ([BV83], [LS85]). On n'a pas de borne semblable
sur le nombre de termes permettant de calculer sans erreur la partie réguliere et un
nombre donné de termes dafAs Un algorithme de calcul des solutions régulieres
d’'un systéme singulier irrégulier permet de contourner cette difficulté ([BP99)).

Les procédures sont implantées sous Maple dans leisolttk2 On trouvera un
pointeur verssoldedans [BCL].

Protocole pour le calcul de la partie irréguliére :
1. On réduit le systeme a son vrai rang de Mosérfhéoréme 5.2).

dY : \
On note encore (Z)T—A(x)Y =0avecA(x) = x_l+f Zj>0 Ajx' le systeme
X >
ainsi réduit,n sa dimension; son rang de Poincaré; = m(A) son rang de
Moser,x = k(A) son rang de Katz et le rang deAy.
2. Sim < 1, le systéme est a singularité réguliere : sa partie irrégufiérst nulle.

3. Sin = 1letm > 1, lapartie irrégulierg s’obtient par intégration terme aterme
de la partie polaire dd (x).

4. Si Ag admet au moins deux valeurs propres distinctes, on scinde le systeme
(2) par la procédure de découplage de Turrittin-Wasow et on reprehgeur
chacun des systémes obtenus.

5. Si Ag admet la seule valeur propse#£ 0 on effectue le changement de vecteur

inconnuyY = en’ Z (qui transforme le systéme (2) en un systeme de rang de
Poincaré< r et de matrice de tétag — I nilpotente) et on revient eh

6. Sila matriceAg est nilpotente, alors
i
6.1. Sir+rg > nlerang de Katz estun nombre rationnel non entigr) = r—/
S

r —1 < k(A) < r, donné pargf. [B97] Theorem 1)

O<j<n n—yj

4
ou lesc; sont les coefficients du polyndme caractéristiqueide
dét()\,l — A) = A"+ Cn_l)\,n_l + -+ co,

et ouv désigne la valuation.
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6.2. Sir+rg < nonaugmente lavaleur dale fagcon a satisfaire a la condition
r +ro > n par une extension algébrigue— x* de la variabler de degré
s suffisant; on peut alors appliquer 6.1.
6.3. Onopére I'extension = #* de lavariable. On obtient un nouveau systeme
Z . - . . .
Z_B(I)Z =0,0UB = t‘% j=0s"Ajt’*, quiestderang de Poincaré

rs’ et de rang de Katz entief < rs’. (Le vrai rang de Poincaré est donc
égal ar’). Aprés avoir réduit le systeme a son rang de Moser minimal on
est ramené au point 4 ci-dessus.

Remarque 5.4. Laformule pour le rang de Katz donnée al'étape 6.1 étend la notion de
rang de Katz d’'une équation différentielle : sile systéme (2) est le systéme compagnon
d’'une équation différentielle, cette valeur est bien égale a la plus grande pente du
polygone de Newton de celle-ci.

. . dy N
Exemple 5.5. Considérons le systemc?— =A(x)Y ou
X

Le rang de Poincaré vaut= 3.
0

o O

La matrice de tételg = est nilpotente de rang = 2.

o O
o
o O O O

0

Le polynéme de MoseB (A, A) = A n’étant pas identiguement nul, le rang de Moser

(A) =3+ 2_1 est minimal
m = - = = .
4 2

La conditionr 4+ rg > n étant satisfaite (étape 6.1 ci-dessus) on peut calegleren
utilisant la formule (4) : comme

}\‘3 )\‘2 (_2x7 _ X2 _ x5) A .XZ -1
détir] — A(x) =24+ 55 — = + ,
u () 22 46 13 13

on av(as) = —2, v(az) = —6, v(ay) = —11, v(ag) = —13 (v désigne la
valuation) et, par suite,

8 9 8
A) = 0,1,2 =, -t = —.
Kk (A) maX{,,,3,4} 3



124 Moulay Barkatou, Frédéric Chyzak et Michele Loday-Richaud

. .. dy .
En posank = 73, on obtient le systemezl? = B()Y ol

0 0 2 0
B 3 |1 —% & 5
110 1 % o0

% % 0 —f

La méthode de Moser conduit a appliquer a ce systéme la transformation de jauge
Y = SZ ouS = diag(r?, 1, 1, 1). On obtient alors le systéme

—2¢8 0 3 0
d7 i 11 3 —3r°—8 314 344
—-=C(Z ot C() =g 0 5 a5 o

37 315 0 —3°

dont le rang de Poincaré est bien égal a 8.

La matrice de tét&€y = est non nilpotente et admet les valeurs

o O w o
o w o o
o O O w
o O o o

propres distinctes,®, 3; et 3j2 (o1 j° = 1). Le systéme peut donc étre découplé en
4 équations scalaires.

—3/(8t

. . . 1 .
On obtient les invariants formetd/~ et—c =1/@* hour chacune des trois

déterminations = x/3,r = jx'/3 etr = j%x'/3 d’'une racine cubique de. Une

solution fondamentale formelle s’écrit alors sous la forme

> = el 0
Y(x) = F(x) [ 0 xJUeQ(l/x)]

ou F(x) est une série méromorphe formellexen

NECE:
J=->lo0o 13 o [,
Slo o0 23
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1 1 1
U=|[1 j j?
1 j2 j4
et
q(1/x) 0
o/x)y=| 0  q(1/(jx) 0
0 0 q(1/(j%x))

3 1
a"ec"(}) T T 8x83 443

5.3 Vecteur cyclique

Certains des algorithmes que nous proposons utilisent une méthode dite «de vecteur
cyclique». Rappelons brievement en quoi elle consiste et comment la mener a bien.
Etant donné un systéme différentief = AY a coefficients dans un corps dif-
férentiel (K, d) on se propose de mettre ce systeme sous forme compagnon a l'aide
de transformations de jauge skr. On pourra alors identifier le systéme a I'équa-
tion différentielle dont il est le compagnon. Plusieurs réponses algorithmiques ont été
données a ce probleme, d’abord par Cope sous I'hypothés& qaaét un corps de
fonctions, puis, sous des hypotheses plus générales, par P. Deligne, N. Katz,. ..

Il existe plusieurs variantes algorithmiques de cette méthode ; en voici une ([B93]).

On choisity = AY oUA = [A1, ..., A,] € K" une forme linéaire en les compo-
santes, ..., y, deY. Compte tenu de la relatidit’ = AY les dérivées successives
dey sont, elles aussi, des formes linéaires en les composantes, y, deY soit

¥y =AY (5)

ou les matrices lignea; sont définies de proche en proche par les relations=
0Aj_1+ Aj_1A apartirdeAg = A.

La méthode du vecteur cyclique consiste a chercher la relation linéaire d’ordre mi-
nimal satisfaite pay et ses formes dérivées successives. On obtient ainsi une équation
différentielle d’ordre au plus en l'inconnuey

any™ +an-1y"V + - +agy =0. (6)
Si celle-ci estd’ordre on dit queA estun vecteur cycliqupour le systéemeY = AY.
y
dy . : ,
En posantz = . les relations (5) ci-dessus s'écrivefit= PY ou la
an;ly

matrice P a pour lignes successivés), A1, ..., A,_1. Le vecteurA est cyclique si
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et seulement si la matric® est inversibleZ vérifie alors un system&Z = BZ, ol

B =03P.P~14+ PAP~1 quin'estautre que le systtme compagnon de I'équation (6).

Remarquons, en particulier, que I'ensemble des vecteurs cycliques est denké dans
On trouvera une implantation emaPLE de cet algorithme, y compris lorsque le

vecteur n’'est pas cyclique, dans [BCL].
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