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Résumé.Dans cet article nous décrivons et nous comparons différentes méthodes algorith-
miques pour résoudre le problème suivant qui apparaît naturellement lors de l’implantation en
calcul formel des solutions formelles d’équations différentielles et de leurs (multi-)sommes :
étant donnés une sériêf (x) = ∑

m≥0 umxm solution d’une équation différentielle linéaire

ordinaire et un nombre entierr > 0 construire une équation différentielle vérifiée par les sous-
sériesf̂ j (x) = ∑

m≥0 uj+mrx
j+mr de ses termes der en r. Les méthodes proposées sont

implantées enMaple et nous donnons l’adresse des programmes correspondants.
En appendice nous indiquons une démarche constructive réaliste pour le calcul effectif des

invariants formels d’une équation ou d’un système.

Mots clés.Équations différentielles linéaires ordinaires, équations aux différences linéaires,
extraction de sous-séries, transformation de Mellin, méthodes algorithmiques.

Abstract. This paper aims at introducing and comparing various methods for solving the fol-
lowing problem which arises naturally in computer algebra for differential equations : given a
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seriesf̂ (x) = ∑
m≥0 umxm solution of an ordinary linear differential equation and given an in-

tegerr ≥ 2 find a differential equation satisfied by the sub-seriesf̂ j (x) = ∑
m≥0 uj+mrx

j+mr .
These methods have been implemented inMaple. References are given to the corresponding
programs.
Possible realistic algorithms to effectively calculate the formal invariants of an ordinary linear
differential system of order one and arbitrary rank are sketched in an Appendix.

Keywords. Ordinary linear differential equations, linear difference equations, extraction of
sub-series, Mellin transform, algorithmic methods.

AMS classification.Primary 34M25, 12H05, 12H10, Secondary 68W30.
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1 Introduction

Étant donné un système différentiel linéaire

dY

dx
= 1

xr+1A(x)Y

de dimensionn à coefficients méromorphes d’ordrer + 1 à l’origine (r ∈ Z, A ∈
gl(n, K) où K = C{x} est l’anneau des séries convergentes à l’origine etA(0) �= 0)
il est d’usage d’appelerrang de Poincarédu système le nombrer. Ce nombre n’est
pas invariant par transformation de jauge méromorpheY = T (x)Z où T ∈ K[1/x]
mais il admet une valeur minimale appeléevrai rang de Poincaré. Les systèmes de
rang de Poincarér ≤ −1 n’ont pas de singularité à l’origine, ceux de rangr = 0 ont
une singularité régulière et, lorsque le vrai rang de Poincaré est strictement positif,
l’origine est un point singulier irrégulier.

On dit, de même, qu’une équation différentielle

an(x)y(n) + an−1(x)y(n−1) + · · · + a0(x)y = 0

à coefficients méromorphes enx = 0 est de rangr si les coefficientsan−1
an

, . . . , a0
an

de
l’équation normalisée ont un pôle d’ordrer + 1 en 0.

Lorsque le système est de vrai rang de Poincaré égal àr et qu’il porte le seul niveau
r (les exponentielles d’une solution fondamentale formelle sont toutes d’ordrer), les
séries solutions formelles divergentes sontr-sommables et, en particulier, de type Ge-
vrey d’ordrer. Lorsqu’il porte plusieurs niveauxr1 < r2 < · · · < rs ≤ r ses solutions
formelles divergentes sont au pire multisommables des niveaux(r1, r2, . . . , rs) et de
type Gevrey d’ordrer1 ([M95]).

C’est au début des années 80 que, grâce à de nouvelles avancées de la théorie des
équations différentielles ordinaires, s’est exprimé un intérêt croissant pour les mé-
thodes effectives et le développement d’algorithmes liés aux singularités d’équations
différentielles : calcul de solutions formelles, d’invariants méromorphes, de sommes
des solutions séries divergentes,. . .

Ces dernières années, Jean Thomann en particulier s’est beaucoup investi dans
le développement et l’implantation des algorithmes de sommation. Les différentes
méthodes théoriques connues reposent sur des transformations intégrales de type opé-
rateurs de Borel et de Laplace associés aux différents niveaux de l’équation. Or, dans
cette famille de transformations, les opérateurs de Borel et de Laplace classiques, i.e.,
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de niveau 1, jouent un rôle particulier qui les rend incontournables pour mener à bien
les différentes étapes de calcul. Pour s’en convaincre mentionnons simplement le fait
suivant : la transformée de Borel d’un opérateur différentiel à coefficients polyno-
miaux est un opérateur différentiel à coefficients polynomiaux auquel on peut appli-
quer toute la théorie des équations différentielles et, en particulier, les algorithmes
numériques ; au contraire, la transformée de Borel d’ordrer > 1 d’un tel opéra-
teur est une équation der-convolution mal connue. Mais, dans le cas d’un niveau
uniquer, cas de lar-sommabilité, il se trouve que l’on peut se limiter à l’implan-
tation du casr = 1, cas classique de la sommabilité au sens de Borel-Laplace ; en
effet, si une sérief̂ (x) = ∑

m≥0 umxm estr-sommable alors les sous-séries extraites

f̂ j (x) = xj
∑

m≥0 umrx
mr des termes der en r sont 1-sommables en la variable

t = xr et il y a compatibilité des procédés de sommation. Dans le cas de plusieurs
niveaux, J. Thomann a examiné à la fois la méthode des accélératrices (due à J. Écalle)
et celle de Laplace-itérée (due à W. Balser). Ces méthodes consistent à appliquer suc-
cessivement des transformations de type transformations de Borel ou de Laplace. Là
encore, la tactique la plus efficace à ce jour consiste à se ramener systématiquement
au niveau 1, i.e., au niveau 1 à chaque étape. Pour plus de détails on renvoie à [JNT96]
et à [NT96]. On est ainsi conduit à se poser la question suivante :

Comment obtenir le plus simplement possible des équations différentielles aux-
quelles satisfont leŝf j (x) à partir d’une équation différentielle à laquelle satisfait
f̂ (x)?

Nous explicitons au paragraphe 2 un certain nombre de méthodes conduisant à
une équation différentielle qui admet simultanément toutes lesf̂j pour solutions. Puis
nous indiquons au sous-paragraphe 4.3 comment obtenir des équations différentielles
(chacune d’ordre inférieur mais plusieurs équations) auxquelles satisfont séparément
chacune de sérieŝfj .

La même question apparaît de façon sous-jacente dans les algorithmes de calcul
direct, c’est-à-dire, sans sommation, des invariants méromorphes comme, par exemple,
dans [L-R90] en dimension 2. Ce sont là les relations de récurrence sur les coefficients
des sériesf̂ j (x) qui sont directement utiles et on est amené à considérer le problème
dual :

Comment obtenir le plus simplement possible des équations aux différences aux-
quelles satisfont les suites de coefficients des sériesf̂ j (x) à partir d’une équation aux
différences à laquelle satisfait la suite de coefficients de la sérief̂ (x)?

Ces deux problèmes se correspondent par transformation de Mellin. Nous avons
cherché, dans la mesure du possible, à présenter en parallèle des méthodes traitant
directement l’équation différentielle et les méthodes analogues duales pour l’équation
aux différences qui s’en déduit par transformation de Mellin. Nous montrons que les
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approches directes conduisent toutes à la même équation différentielleLy = 0 admet-
tant lesf̂ j pour solutions. Les approches duales conduisent à une même équation aux
différences�ỹ = 0. Il eût été raisonnable d’espérer queL et� se correspondent par
transformation de Mellin. Il n’en est rien comme le confirme l’exemple de l’équation
de Ramis–Sibuya que nous explicitons. Nous expliquerons pourquoi il en est ainsi au
sous-paragraphe 4.1.

Notons enfin que le développement d’algorithmes adaptés aux systèmes incite à se
poser les mêmes questions en termes de systèmes. Les performances de l’algorithme
5*(1) ou même 5(1) sur l’exemple de l’équation de Ramis–Sibuya montrent d’ailleurs
qu’on peut avoir intérêt à travailler avec un système plutôt qu’une équation même si
la donnée initiale est une équation (cf. paragraphe 4.2).

Il existe des solutions connues voire programmées à ces problèmes, en particulier,
sous leur forme duale ([SZ94], [N95]). À notre connaissance toutes les méthodes
proposées en termes de systèmes sont originales.

Les méthodes développées ou au moins certains de leurs aspects sont valables de
façon générale pour des équations ou des systèmes à coefficients méromorphes. Pour
qu’elles deviennent totalement algorithmiques, nous nous restreindrons néammoins à
des équations ou à des systèmes à coefficients polynomiaux ou rationnels.

La distinction que nous faisons entre des méthodes dites de saturation galoisienne
et des méthodes dites d’élimination est à frontière floue dans la mesure où ces élimi-
nations ont pour objet de réaliser la saturation galoisienne.

Les arguments galoisiens ont été à la base des travaux initiateurs de Turrittin sur
la question plus générale de la réduction du rang des systèmes ([T63], [L-R01]).
L’argument de Turrittin est simple et analogue à celui évoqué plus haut : si un système
est de rangr en la variablex il est de rang 1 en la «variable»t = xr . La simple
substitution det à xr fait apparaître des puissances fractionnaires det . Pour rester
dans le cadre des systèmes à coefficients méromorphes il s’agit alors de saturer l’effet
de ce changement de variable par l’action du groupe de GaloisSr de l’équation
xr = t ; ce faisant, on multiplie la dimension parr (du moins génériquement).

Les arguments d’élimination s’appuient sur des algorithmes de Gauss ou d’Euclide
dans des algèbres de polynômes non commutatives.

L’exécution de ces algorithmes enmaple sur l’exemple de l’équation de Ramis–
Sibuya nous amène à faire les commentaires suivants. Les temps de calcul requis sont
raisonnablement comparables lorsquer = 2. En revanche, lorsquer > 2, ils de-
viennent significativement différents. Les algorithmes les plus coûteux sont ceux qui
font un usage effectif de nombres algébriques sur le corps des coefficients (essentiel-
lement deω = e2πi/r ) et ceux qui utilisent de l’arithmétique non commutative. Les
plus performants sont ceux qui s’appuient sur la théorie de la réduction du rang des
systèmes ou le produit de Hadamard en restant dans le cadre de l’élimination linéaire.

Le calcul de la complexité de ces algorithmes reste à faire. Les procédures que
nous avons écrites n’ont pas, pour l’instant, été optimisées. Les observations faites sur
l’exemple de l’équation de Ramis–Sibuya nous incitent d’ailleurs à ne pas porter un
même intérêt à tous ces algorithmes.



92 Moulay Barkatou, Frédéric Chyzak et Michèle Loday-Richaud

Pour répondre à une demande explicite de certains utilisateurs, nous complétons
cet article par un appendice sur le calcul des invariants formels des opérateurs diffé-
rentiels (équations ou systèmes) et, en particulier, de leurs niveaux qui sont des valeurs
privilégiées pour la réduction du rang. Il ne s’agit pas ici de présenter des méthodes
nouvelles mais de rassembler et d’ordonner des résultats algorithmiques existants en
un mode opératoire précis dont chacun pourra utiliser tout ou partie. Les programmes
correspondants sont implantés enMaple et disponibles à l’adresse électronique citée
en référence [BCL].

2 Approche directe dans l’anneau des opérateurs
différentiels

Dans ce paragraphe nous considérons une équation différentielle linéaire

Dy ≡ an(x)y(n) + an−1(x)y(n−1) + · · · + a0(x)y = 0 (1)

dont les coefficientsa0, a1, . . . , an sont polynomiaux. Nous supposons que cette équa-
tion admet une solution série formellêf (x) = ∑

m≥0 umxm et nous nous proposons
de déterminer une équation différentielle qui admet pour solutions les séries

f̂ j (x) =
∑
m≥0

uj+mrx
j+mr .

Nous notons∂ = d

dx
l’opérateur de dérivation usuelle etW1 = C[x][∂] l’algèbre

de Weyl des opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux à une indéterminéex

dans laquelle les relations de commutation sont engendrées par l’unique relation

x∂ − ∂x = 1.

L’algèbre de WeylW1 se plonge de façon canonique dans l’algèbreC(x)[∂] des opéra-
teurs différentiels à coefficients rationnels munie de la même relation de commutation.
Celle-ci a l’avantage d’être euclidienne à gauche (et à droite), donc aussi principale à
gauche (et à droite) ([Ore33]).

Quitte à multiplierD par une puissance convenable dex, nous supposons désormais
que le 0-poids deD (cf.4.1) est positif ou nul et que, par conséquent,D est polynomial
enx et en l’opérateur d’Eulerδ = x∂. Les opérateursD considérés appartiennent alors
à l’algèbreA1 = C[x][δ] si on utilise la dérivationδ ou à l’imageA

′
1 de celle-ci dans

W1 si on utilise la dérivation∂. Les relations de commutation dansA1 sont engendrées
par l’unique relation

xδ − δx = x.

Ceux des algorithmes ci-dessous qui sont écrits avec∂ restent valables, à des modifi-
cations mineures de notation près, avecδ.
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2.1 Calcul dans le cadre des équations

2.1.1 Par saturation galoisienne.On fait agir le groupe de GaloisSr de l’équa-
tion xr = t directement sur l’équation différentielleDy = 0. En itérant l’action
du générateur̆ω : x �→ ωx (choisissonsω = e2πi/r par exemple) on obtient des
équations

D0y = 0 oùD0 = D, qui admet la solutionf̂ (x),

D1y = 0 oùD1 = ω̆.D, qui admet la solutionf̂ (ωx),

...

Dr−1y = 0 oùDr−1 = ω̆r−1.D, qui admet la solutionf̂ (ωr−1x).

On peut voirD0, . . . , Dr−1 comme des éléments deC(x)[∂] et considérer, dans cet an-
neau principal à gauche, un plus petit commun multiple à gaucheL (en abrégé ppcmg).
L’équation différentielleLy = 0 admet les solutionŝf (x), f̂ (ωx), . . . , f̂ (ωr−1x),
donc les solutions souhaitées



f̂ 0(x) = 1

r

(
f̂ (x) + f̂ (ωx) + · · · + f̂ (ωr−1x)

)
,

f̂ 1(x) = 1

r

(
f̂ (x) + 1

ω
f̂ (ωx) + · · · + 1

ωr−1 f̂ (ωr−1x)
)
,

...

f̂ r−1(x) = 1

r

(
f̂ (x) + 1

ωr−1 f̂ (ωx) + · · · + 1

ω(r−1)(r−1)
f̂ (ωr−1x)

)
.

Pour être précis, la notationL désigne désormais l’unique ppcmg appartenant à
A

′
1 (on «chasse» les dénominateurs) qui soit unitaire (le coefficient de la plus haute

puissance de∂ est un polynôme unitaire) et primitif (les différents coefficients des
puissances de∂ sont premiers entre eux). Par construction, l’équationLy = 0 est
l’équation d’ordre minimal qui admet pour solutions toutes celles de l’équation initiale
Dy = 0 et qui est stable sous l’action deSr . Il n’y aucune raison pour qu’elle soit
l’équation d’ordre minimal qui admette leŝfj pour solutions, pas plus d’ailleurs que
Dy = 0 n’est supposée être l’équation d’ordre minimal qui admetf̂ pour solution.
Voir, par exemple, aux paragraphes 4.2 et 4.3, le cas de l’équation de Ramis–Sibuya
qui y est traité en détail.

On est ainsi conduit à l’algorithme suivant :

Algorithme : version 1.

1. Pourj = 0, 1, . . . , r − 1, déterminer l’opérateurDj en substituantωjx à x et
ω−j ∂ à ∂ (ou δ à lui-même) dans l’opérateurD.
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2. Dans l’algèbreC(x)[∂] (ou dansC(x)[δ]) déterminer un plus petit commun
multiple à gauche deD0, D1, . . . , Dr−1.

3. Si on le souhaite, déterminer l’unique représentant unitaire et primitif de ce
ppcmg dansA′

1, d’où L.

La procédureLCLM du paquetage DEtools deMaple fournit un ppcmg d’une
liste d’opérateurs ; le résultat est donné avec un coefficient de tête égal à 1. On obtient
un représentant de ce ppmcg dans l’anneauA

′
1 en chassant les dénominateurs.

La procédureskew−gcdexdu paquetage Ore−algebra deMaple fournit un pgcdd
de deux polynômesp et q et la relation de Bézout qu’ils vérifient avec des coef-
ficients dansA′

1, i.e., sans dénominateur. Elle permet aussi de calculer leur ppcmg
bien qu’elle ne le donne pas directement. La commandeskew−gcdex(p, q, Dx, A)

oùA := skew−algebra(diff = [Dx, x]) restitue[g, a, b, u, v] oùg = ap + bq est lediff –> diff

pgcdd dep et deq et oùup = −vq est le ppcmg dep et deq. On obtient le ppcmg
cherché par la commandeskew−product(u, p, A).

2.1.2 Par élimination. On peut conduire l’élimination de diverses manières. Nous
en présentons deux variantes.

• Première variante :

On introduit une nouvelle indéterminée�. Si l’on remplacex par�x et ∂ par�−1∂

(ou δ par lui-même), quitte à multiplier au préalableD par une puissance conve-
nable dex comme ci-dessus, on obtient un polynômeP(�) à coefficients dansA′

1.
L’existence d’un ppcmg de deux éléments quelconques de l’anneauC(x)[∂] permet
de définir un corps des fractions à gauche non commutatifFg formé des quotients
formelsA(x, ∂)−1B(x, ∂) pourA(x, ∂) �= 0 etB(x, ∂) ∈ C(x)[∂] muni de la rela-
tion d’équivalence évidente ([Ore33] I.3, [Co] 0.5). On peut ainsi plonger de façon
canoniqueA′

1 et C(x)[∂] dans le corpsFg. Dans l’anneau euclidienFg[�] (ici, c’est
Fg qui est non-commutatif alors que� commute avec les éléments deFg) les poly-
nômesP(�) et �r − 1 sont premiers entre eux puisque, pourj = 0, 1, . . . , r − 1,
P(ωj ) = Dj �= 0. Ils vérifient donc une relation de Bézout

S(�)P (�) + T (�)(�r − 1) = G

où, quitte à chasser les dénominateurs, on peut supposer queG est dansA′
1 alors que

S etT sont des polynômes deA′
1[�] de degré respectivement inférieur àr et au degré

deP .
Notons que, quitte à chasser les dénominateurs à chaque étape, l’algorithme d’Eu-

clide peut être conduit dans l’algèbreA
′
1[�] en effectuant des pseudo-divisions.

En spécifiant� en les diverses racinesrèmes de l’unité ωj on en déduit queG
est un multiple à gaucheML du ppcmgL obtenu précédemment. Par ailleurs,S(�)

est de degré≤ r − 1 en� ; le même facteurM divise à gauche dansC(x)[∂] tous
lesS(ωj ) donc aussi toutes leurs combinaisons linéaires et, en particulier, les coeffi-
cients deS(�). Il en résulte queM divise à gaucheT (�)(�r − 1), donc également
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le coefficient constantT (0) de T (�) puis, par récurrence, tous les coefficients de
T . Après simplification parM, factorisation du contenu commun des coefficients et
normalisation, on obtient donc la relationG = uL oùu ∈ C[x].
Algorithme : version 2.

1. Déterminer le polynômeP ∈ A
′
1[�] en substituant�x àx et�−1∂ à∂ (ouδ à

lui-même) dans l’opérateurD.

2. Grâce à un algorithme d’Euclide dans l’algèbreFg[�] où Fg désigne le corps
des fractions à gauche deC(x)[∂] déterminer la relation de Bézout

S(�)P (�) + T (�)(�r − 1) = uL

dans laquelleS etT sont dansA′
1[�], leurs coefficients sans contenu commun

dansA′
1, u ∈ C[x] etL ∈ A

′
1 est primitif et normalisé.

• Deuxième variante :

ExprimonsD en la dérivationδ :

D = bn(x)δn + bn−1(x)δn−1 + · · · + b0(x)

où, conformément à l’hypothèse que le 0-poids deD est positif ou nul, les coefficients
bj (x) appartiennent àC[x].

Il s’agit de déterminer le plus petit multiple à gauche deD dont les coefficients
ne contiennent que des puissances dexr , i.e., en posantt = xr , un multiple à gauche
deD d’ordre minimal et appartenant à l’algèbreC[t][δ]. Pour cela, on procède par
élimination de Gauß. On plonge à nouveauC[x] dans son corps des fractionsC(x)

puis on identifieC(x) au C(t)-espace vectorielC(t)r−1[x] 	 C(t)[x]/(xr − t) de
base 1, x, . . . , xr−1 (voir la remarque 2.3 ci-dessous). Le quotient deC(x)[δ] par
l’idéal engendré parD à droite est alors unC(t)-espace vectoriel de dimension finie
nr engendré par les monômesx�δk pour 0≤ � ≤ r −1 et 0≤ k ≤ n−1. NotonsUj le
représentant deδj dans cette base. Une élimination de Gauss entre lesUj successifs,
et ce jusqu’àj = nr au plus, conduit à une relation de dépendanceC(t)-linéaire∑

Lj (t)Uj = 0. L’opérateurL = ∑
Lj (x

r)δj est un multiple deD invariant parSr

et d’ordre minimal. C’est donc, après suppression des dénominateurs et normalisation,
l’opérateurL.

Algorithme : version 3.

1. L’opérateurD étant supposé de 0-poids positif ou nul, l’exprimer dans l’algèbre
A1 = C[x][δ] :

D = bn(x)δn + bn−1(x)δn−1 + · · · + b0(x) et posert = xr .

2. RemplacerD par l’opérateur unitaireR = δn + bn−1(x)

bn(x)
δn−1 + · · · + b0(x)

bn(x)

deC(x)[δ] et exprimer les coefficients de ce dernier dans la base(x�)0≤�≤r−1
duC(t)-espace vectorielC(x).
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3. Déterminer les représentantsUj des puissances successivesδj deδ dans la base
(x�δk) 0≤�≤r−1

0≤k≤n−1
duC(t)-espace vectorielC(x)[δ]/(D).

4. Par un algorithme de Gauss dans ceC(t)-espace vectoriel et en chassant les
dénominateurs déterminer la première relation

∑
Lj (t)Uj = 0 de dépendance

C[t]-linéaire entre lesUj .

5. L = ∑
Lj (x

r)δj à normalisation près.

Remarque 2.1. Le point 2 de l’algorithme ci-dessus s’obtient par division euclidienne
dans l’anneauC(t)[x]. Nous détaillons cet algorithme dans la remarque (2.3), va-
riante 1, ci-dessous. Ce calcul revient, de fait, à extraire les termes der enr dans le
développement en série d’une fraction rationnelle.

2.2 Calcul par l’intermédiaire des systèmes

Dans ce paragraphe nous conservons pour donnée initiale l’équation différentielle
Dy = 0 et nous proposons des algorithmes qui opèrent sur son système compagnon.
Ces mêmes algorithmes peuvent s’appliquer directement à un système sans réduction
à une forme compagnon si telle était la donnée initiale.

2.2.1 Par saturation galoisienne directe.Considérons un système méromorphe
quelconque (pas nécessairement sous forme compagnon) à l’origine

�Y ≡ dY

dx
− 1

xr+1A(x)Y = 0.

(A étant quelconque,r n’est pas en général le rang de Poincaré du système mais cette
notation est plus simple pour la suite). L’action itérée deω̆ : x �→ ωx donne naissance

à r systèmes�jY ≡ dY

dx
− 1

xr+1A(ωjx)Y, j = 0, 1, . . . , r − 1, où, siY (x) est

une solution de�Y = 0, on voit queY (ωjx) est solution de�jY = 0 et le vecteur

inconnuỸ =


Y (x)

Y (ωx)
...

Y (ωr−1x)

 satisfait à l’équation matricielle de dimensionnr

�̃Ỹ ≡ dỸ

dx
− 1

xr+1 Ã(x)Ỹ = 0 où Ã(x) =
r−1⊕
j=0

A(ωjx).

Supposons désormais que�Y = 0 soit le système compagnon de l’équation (1) :
Dy = 0.
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Alors, à toute solutionf̂ (x) de (1) correspond la solution

F̂ (x) =


f̂ (x)

f̂ ′(x)

...

f̂ (r−1)(x)


de�Y = 0 et les solutions

F̃ (x) =


λ0F̂ (x)

λ1F̂ (ωx)

...

λr−1F̂ (ωr−1x)


de�̃Ỹ = 0 pour des constantes complexesλ0, λ1, . . . , λr−1 arbitraires.

Considérons les vecteurs-lignesE1 = [
1 0 . . . 0

]
de dimensionn et Ẽ =[

E1 E1 . . . E1
]

de dimensionnr. La méthode du vecteur cyclique (cf. 5.3)
appliquée au systèmẽ�Ỹ = 0 à partir du vecteur̃E fournit une équation dif-
férentielle qui admet pour solution toutes les combinaisons linéaires possibles de
f̂ (x), f̂ (ωx), . . . , f̂ (ωr−1x). Cet espace vectoriel est aussi engendré par les séries
f̂ 0(x), f̂ 1(x), . . . , f̂ r−1(x) auxquelles nous nous intéressons. Par construction, la
méthode fournit l’équation différentielle d’ordre minimal admettant pour solutions
toutes celles de l’équation (1) et leurs orbites sous l’action du groupe de GaloisSr de
xr = t . On obtient donc ici encore la même équationLy = 0 que celle obtenue par la
méthode précédente oùL est le ppcmg des opérateursD0, D1, . . . , Dr−1.

En particulier, et comme on le verra sur l’exemple de l’équation de Ramis–Sibuya,
l’équationLy = 0 n’est pas toujours d’ordre maximalnr ; autrement dit, le vecteur
Ẽ n’est pas nécessairement cyclique.

Ces observations nous conduisent à l’algorithme suivant :

Algorithme : version 4.

1. Écrire le système compagnon de l’équation (1), à savoir,

�Y ≡ dY

dx
− 1

xr+1A(x)Y
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où

1

xr+1A(x) =



0 1 · · · · · · 0
...

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

...
... 0 1

−a0

an

. . .
−an−2

an

−an−1

an


.

2. Écrire le système somme directe

�̃Ỹ ≡ xr+1dỸ

dx
− Ã(x)Ỹ = 0 où Ã(x) =

r−1⊕
j=0

A(ωjx).

3. Appliquer l’algorithme du vecteur cyclique au système�̃Ỹ = 0 et au vecteur
Ẽ, d’où l’obtention de l’opérateurL après normalisation éventuelle.

2.2.2 Par réduction du rang. Il s’agit, ici encore, d’une méthode par saturation ga-
loisienne mais celle-ci est partie intégrante de la réduction du rang dont nous utilisons
maintenant les propriétés.

NotonsY(x) une matrice fondamentale de solutions d’un système quelconque
�Y = 0. Le systèmer-réduit associé à�Y = 0 est l’unique système de la variable

t = xr , méromorphe en 0 et admettant les solutions


Y(x)

x−1Y(x)
...

x−(r−1)Y(x)

 pour un choix

donnéx = t1/r d’une racinerèmedet . Ce système admet pour matrice fondamentale
de solutions la matrice

V(t)=



Y(t1/r ) Y(ωt1/r ) . . . Y(ωr−1t1/r )

(t1/r )−1Y(t1/r ) (ωt1/r )−1Y(ωt1/r ) . . . (ωr−1t1/r )−1Y(ωr−1t1/r )

...
...

...

(t1/r )−(r−1)Y(t1/r ) (ωt1/r )−(r−1)Y(ωt1/r ) . . . (ωr−1t1/r )−(r−1)Y(ωr−1t1/r )


pour un choixx = t1/r quelconque d’une racinerème det .

Pour� = 0, 1, . . . , r − 1, notonsA�(t) = ∑
m A�+rmt−m de sorte que

A(x) = A0(xr) + xA1(xr) + · · · + xr−1Ar−1(xr).
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Le systèmer-réduit associé à�Y = 0 s’écrit ([L-R01], Theorem 1.1)

�̃
r
Y ≡ rt2dY

dt
−
(
A(t) −

r−1⊕
j=0

j tI
)
Y = 0

où I désigne la matrice identité de dimensionn et où

A(t) =



A0(t) tAr−1(t) tAr−2(t) · · · · · · · · · tA1(t)

A1(t) A0(t) tAr−1(t)
. . .

...

A2(t) A1(t) A0(t)
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...

...
. . .

. . . A0(t) tAr−1(t) tAr−2(t)

...
. . . A1(t) A0(t) tAr−1(t)

Ar−1(t) · · · · · · · · · A2(t) A1(t) A0(t)



Supposons maintenant, à nouveau, que�Y = 0 soit le système compagnon de
l’équation (1) :Dy = 0 admettant une solution formellêf (x) = ∑

m≥0 umxm. Alors,

compte tenu de la forme de la solution fondamentaleV , le systèmẽ�
r
Y = 0 admet,

pour toutj , une solution dont la première composante est égale à
∑

m≥0 uj+mr t
m .

Dans un souci d’homogénéité avec les sections précédentes, revenons à la variablex =
t1/r et aux sérieŝf j (x) = ∑

m≥0 uj+mrx
j+mr en posantX(x) = (⊕r−1

j=0 xj I
)
Y (xr).

On obtient le système

xr+1dX

dx
− B(x)X = 0 (2)

où la matriceB s’écrit

B(x)=



A0(xr) xr−1Ar−1(xr) · · · · · · x2A2(xr) xA1(xr)

xA1(xr) A0(xr)
. . . x2A2(xr)

x2A2(xr) xA1(xr)
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...

...
. . . A0(xr) xr−1Ar−1(xr)

xr−1Ar−1(xr) · · · · · · · · · xA1(xr) A0(xr)
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Ce système admet, pourj = 0, 1, . . . , r −1, une solution dont la première compo-
sante est égale à̂f j (x). Le résultat est d’ailleurs vrai pour toute composante d’indice
1 modn. On peut alors proposer l’algorithme suivant :

Algorithme : version 5.

1. Écrire le système compagnon de l’équation (1) à savoir

xr+1dY

dx
= A(x)Y où A(x) = xr+1



0 1 · · · · · · 0
...

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

...
... 0 1

−a0

an

. . .
−an−2

an

−an−1

an


.

2. Écrire le systèmer-réduit enx associé (2) dont la matriceB(x) est donnée
ci-dessus.

3. Écrire l’équation différentielle obtenue par l’algorithme du vecteur cyclique à
partir du vecteur initial̃E = (1, 0, . . . , 0) (ou Ẽ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

kn termes

, 1, 0, . . . ) pour

n’importe quelk < r) d’où l’opérateurL après normalisation éventuelle.

Remarque 2.2. Cette approche montre que l’algorithme s’applique également aux
séries formelles-logarithmiques solutions mais non, en général, à celles qui contiennent
des exponentielles ([L-R01] Prop 3.3).

En effet, considérons un système général�Y = 0 et supposons quen′ colonnes
d’une de ses solutions fondamentales formelles s’écriventĤ (x)xM où la matriceĤ
de taillen×n′ est à coefficients séries formelles enx et oùM est une matrice constante
de taillen′ × n′.

La restriction deV à sesn premières lignes contient les colonnes

Ĥ (ωjx)(ωjx)M = Ĥ (ωjx)xMωjM pour j = 0, 1, . . . , r − 1.

Ainsi l’espace vectoriel qu’elles engendrent contient toutes les combinaisons linéaires
des colonneŝH(ωjx)xM pour toutj et en particulier, si l’on note comme précédem-
mentĤ j les sous-séries des termes der enr extraites dêH , les colonneŝHj(x)xM

pourj = 0, 1, . . . , r − 1. En revanche, si le système�Y = 0 admet des solutions de
la formeĤ (x)xMeQ(1/x) alorsQ(1/(ωjx)) = Q(1/x) seulement siQ(1/x) est un
polynôme en 1/xr ce qui n’est pas le cas en général. Ainsi, on ne peut pas en général
réaliser les combinaisons linéaires souhaitées surĤ .

Remarque 2.3. Nous précisons ici le point 2 de l’algorithme précédent (version 5).
Lorsque l’équation de départ (1) :Dy = 0 est à coefficients polynomiaux son système
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compagnon est, en général, à coefficients fractions rationnelles enx. Pour construire
la matriceB(x) il s’agit d’extraire des coefficients de la matrice compagnonA les
sous-séries des termes der enr. Deux méthodes naturelles se présentent pour extraire
les sous-séries des termes der enr d’une série définie comme fraction rationnelle.

Variante1 : L’une des méthodes consiste en un algorithme de division euclidienne
dans l’anneauC(T )[X] après avoir remarqué que la décomposition cherchée d’un
élémenta(x) ∈ C(x) sous la forme

a(x) = a0(t) + a1(t)x + · · · + ar−1(t)xr−1 où t = xr

traduit l’isomorphisme canonique entreC(x) etC(T )[X]/(Xr − T ).

Notonsa = p

q
une décomposition irréductible dea. On peut voirp et q comme

des éléments deC[X] et donc aussi deC(T )[X].
Si q ≡ 1 la division euclidienne dep(X) parXr − T dansC(T )[X] fournit une

identité

p(X) = Q(T, X)(Xr − T ) + R(T , X) avec degXR ≤ r − 1.

Si q �≡ 1 on remarque queq(X) etXr − T sont premiers entre eux. On applique
l’algorithme d’Euclide pour établir l’identité de Bézout

Uq + V (Xr − T ) = 1 avec U et V ∈ C(T )[X]
et on effectue la division euclidienne depU parXr − T d’où une identité

p(X)U(T , X) = Q(T, X)(Xr − T ) + R(T , X) avec degXR ≤ r − 1.

Dans les deux casR(t, x) fournit la décomposition dea(x) cherchée.

Variante 2 :

Une autre méthode s’appuie sur la remarque suivante.

Le système
dX

dx
= B(x)X admet la solution fondamentaleUn(ω)

(⊕r−1
j=0 Y(ωjx)

)
où

Un(ω) =


In In · · · In

In ωIn · · · ωr−1In

...
...

...

In ωr−1In · · · ω(r−1)(r−1)In

 est une matrice deVan der Monde par

blocs construite surIn, ωIn, ω
2In, . . . , ω

r−1In. On passe donc du systèmẽ�Ỹ ≡
dỸ

dx
− 1

xr+1 Ã(x)Ỹ = 0 où Ã(x) = ⊕r−1
j=0 A(ωjx) au système

dX

dx
= B(x)X par

la transformation de jauge constanteỸ = Un(ω)X. D’où, un possible calcul deB(x)
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par la formule

B(x) = Un(ω)−1Ã(x)Un(ω)

= 1

r
Un

( 1

ω

)
Ã(x)Un(ω)

Notons que cette formule très simple nécessite d’introduire le nombre algébrique
ω que l’on avait jusque là évité dans cette version 5 de l’algorithme.

3 Approche duale dans l’espace des opérateurs aux
différences

Nous nous posons ici la même question qu’au paragraphe précédent mais sous sa
forme duale :Comment obtenir des équations aux différences auxquelles satisfont
les suites des coefficients des sériesf̂ j (x) à partir d’une équation aux différences à
laquelle satisfait la suite des coefficients de la sérief̂ (x)?

Nous notonsA∗
1 = C[m][τ ] l’algèbre des opérateurs aux différences à coefficients

polynomiaux oùm est la variable (m ∈ Z est l’indice des suites si l’on fait opérer
A

∗
1 dans l’espaceCZ des suites complexes etm ∈ R ou C si l’on fait opérerA∗

1
dans l’espace des fonctions complexe de variable réelle ou complexe) et oùτ est
l’opérateur de décalage arrière (τ(um) = um−1) ou l’opérateur de translation de 1 à
droite (τf (m) = f (m − 1)). Dans cette algèbre les relations de commutation sont
engendrées par l’unique relation

mτ − τm = τ.

La transformation de MellinM : A1 → A
∗
1 définie par

M(x) = τ et M(δ) = m.

établit un isomorphisme d’algèbres entreA1 et A
∗
1. On notera qu’en particulier, elle

fait correspondre de part et d’autre les relations de commutation

δx − xδ = x et mτ − τm = τ.

À un opérateur différentielD = ∑
0≤i≤p
0≤k≤n

bi,kx
iδk d’ordre n et de degrép elle fait

correspondre l’opérateur aux différencesD∗ = ∑
0≤i≤p
0≤k≤n

bi,kτ
imk d’ordre p et de

degrén que l’on peut réécrire sous la formeD∗ = ∑
0≤i≤p ci(m)τ i grâce à la relation

de commutation. À l’équation différentielle (1) correspond ainsi, par transformation
de Mellin, l’équation aux différences

D∗y = 0. (1∗)
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Si une sérief (x) = ∑
m≥0 umxm est solution de l’équation (1) alors la suite de ses

coefficients(um)m≥0 est solution de l’équation (1∗) avec conditions initiales adéquates
et réciproquement.

Les procédures de passage deD àD∗ et vice-versa sont élémentaires. On en trouve
des implantations dans [BCL] et dansGfun([SZ94]).

Les méthodes du paragraphe précédent se transposent dans ce contexte. Nous les
évoquons rapidement.

3.1 Saturation galoisienne de l’équation aux différences

CommeA1, l’algèbre dualeA
∗
1 se plonge de façon canonique dans l’algèbre

C(m)[τ ] et celle-ci étant euclidienne à droite et à gauche on peut y calculer le ppcmg
des opérateurs déduits deD∗ par l’action itérée du générateurω̆∗ : τ → ωτ du groupe
de GaloisS∗

r de l’équationτ r = σ .

Algorithme : version 1∗.

1. Pourj = 0, 1, . . . , r − 1, déterminer l’opérateurD∗
j en substituantωjτ à τ

dans l’opérateur aux différencesD∗.

2. Déterminer un plus petit commun multiple à gauche dans l’algèbreC(m)[τ ]
des opérateursD∗

0, D∗
1, . . . , D∗

r−1.

3. En déduire son unique représentant primitif normalisé� = ∑
0≤j≤p �j (m)τ rj

à coefficients dansA∗
1.

On peut ici encore utiliser la procédureskew−gcdexdu paquetage Ore−algebra
deMaple pour déterminer le ppcmg des opérateursD∗

j (point 2.).

3.2 Élimination polynomiale

• Première variante :

On peut comme dans l’algorithme, version 2, traduire l’action du groupe de Galois par
l’introduction d’une indéterminée� et réaliser la saturation galoisienne en éliminant
� par un calcul de pgcd à droite dans l’algèbreF ∗

g [�] euclidienne à droite et à gauche.

Algorithme : version 2∗.

1. Déterminer le polynômeP ∗ ∈ A
∗
1[�] en substituant�τ à τ dans l’opérateur

D∗.

2. Par un algorithme d’Euclide dans l’algèbreF ∗
g [�] déterminer la relation de

Bézout

S∗(�)P ∗(�) + T ∗(�)(�r − 1) = v�
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dans laquelleS∗ et deT ∗ appartiennent àA∗
1[�], leurs coefficients sont des

polynômes deA∗
1 dont les contenus sont premiers entre eux,v ∈ C[m] et� est

normalisé.

• Deuxième variante : produit de Hadamard.

Rappelons que le produit de Hadamard de deux séries est le produit terme à terme de
leurs coefficients. Les sous-sériesf̂ j (x) = ∑

m≥0 uj+mrx
j+mr des termes der enr

d’une sérief̂ (x) = ∑
m≥0 umxm sont donc les produits de Hadamard def̂ par les

séries xj

1−xr = ∑
m≥0 xj+mr .

Des algorithmes généraux de calcul de produits de Hadamard par élimination
existent. On trouvera par exemple, dans le paquetageGfun ([SZ94] demaple, une
procédurehadamardproduct qui, étant données deux relations de récurrence vérifiées
par des sérieŝf et ĝ respectivement, restitue une relation de récurrence vérifiée par le
produit de Hadamard̂f � ĝ de ces séries. Dans le cas particulier qui nous occupe on
peut en donner une version spécifique ; il s’agit, dans ce cas, de construire un multiple
à gauche de l’opérateur aux différencesD∗ ∈ A

∗ qui s’exprime en fonction des puis-
sances deτ r . Pour cela, on peut observer que le quotient deC(m)[δ] parD∗ à droite
est unC(m)-espace vectoriel de dimension finiep, de base(τ j )0≤j≤p−1, et cher-
cher une relation de dépendanceC(m)-linéaire entre les représentants des puissances
successives deτ r . Dans tous les cas, il suffit d’aller jusqu’àτpr .

Algorithme : version 3∗.

1. RemplacerD∗ par l’opérateur unitaireR∗ = ∑
0≤i≤p

bi(m)
bp(m)

τ i ∈ C(m)[τ ].
2. Pourj ∈ N variant de 0 àp (au plus) déterminer l’unique représentantVj ∈

C(m)[τ ] de degré≤ p − 1 deτ jr moduloR∗ à droite.

3. Par un algorithme de Gauss dans leC(m)-espace vectorielC(m)[δ]/(R∗) dé-
terminer, en supprimant les dénominateurs, la première relation∑

0≤j≤p

�j (m)Vj = 0

de dépendance linéaire entre lesVj à coefficients�j ∈ C[m].
4. � = ∑

0≤j≤p �j (m)τ rj est, après normalisation éventuelle, l’opérateur aux
différences cherché.

3.3 Saturation galoisienne du système compagnon

Un opérateur aux différences admet une forme compagnon analogue à celle d’une
équation différentielle. Sous l’action du générateurω̆∗ : τ → ωτ du groupe de galois
S∗

r un système(τ − C∗(m))Y = 0 devient(τ − ω−1C∗(m))Y = 0 et une solution
(um)m devient(ω−mum)m. La version qui suit est un analogue de la version 4. On note
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E1 = [
1 0 · · · 0

]
le vecteur-ligne représentant la première forme coordonnée

dansCp et Ẽ le vecteur lignẽE = [
E1 E1 · · · E1

]
de dimensionrp.

Algorithme : version 4∗.

1. Écrire le système compagnon de l’équation (1∗), à savoir,

�∗Y ≡ τY − C∗(m)Y = 0

oùC∗(m) =



0 1 · · · · · · 0
...

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

...
... 0 1

−c0

cp

. . .
−cp−2

cp

−cp−1

cp


.

2. Écrire le système somme directe

�̃∗Ỹ ≡ τ Ỹ − C̃∗(m)Ỹ = 0 où C̃∗(m) =
r−1⊕
j=0

ωjC∗(m).

3. L’algorithme du vecteur cyclique appliqué au systèmẽ�∗Ỹ = 0 et au vecteur
Ẽ conduit à l’opérateur aux différences�.

3.4 Réduction du rang

Étant donné un système aux différences d’ordre un et de dimensionp

�∗Y ≡ (τ − C∗(m))Y = 0 (1)

le système d’ordrer et de même dimensionp

(τ r − B∗(m))Y = 0 (2)

où

B∗(m) = (τ r−1C∗(m))(τ r−2C∗(m)) . . . (τC∗(m))C∗(m)

admet pour solutions toutes celles de�∗Y = 0 et il est invariant sous l’action deS∗
r .

C’est donc un analogue du système de rang réduit pour les systèmes différentiels.

Algorithme : version 5∗.

1. Écrire le système compagnon de l’équation (1∗), à savoir,

�∗Y ≡ τY − C∗(m)Y = 0
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où

C∗(m) =



0 1 · · · · · · 0
...

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

...
... 0 1

−c0

cp

. . .
−cp−2

cp

−cp−1

cp


.

2. Écrire le systèmer-réduit�̃∗ r
Y ≡ τ rY −B∗(m)Y = 0 associé dont la matrice

B∗(m) est donnée par

B∗(m) = C∗(m − r + 1)C∗(m − r + 2) . . . C∗(m − 1)C∗(m).

3. L’algorithme du vecteur cyclique appliqué au systèmẽ�∗ r
Y = 0 à partir du

vecteur initialẼ = (1, 0, . . . , 0) conduit à l’opérateur

� =
∑

0≤j≤p

�j (m)τ rj .

Remarque 3.1. On a utilisé ici un systèmer-réduit de même dimensionp que le
système initial. Comme dans le cas différentiel, on aurait pu introduire un système
r-réduit de dimensionpr mais il faut noter qu’on ne peut ici introduire une puissance
rème du décalageσ = τ1/r comme on avait introduit la racinet = x1/r de la variable
x. Au lieu du système (2) on utilise quelquefois le système de dimensionpr

τZ = C∗Z où C∗ =



0 0 . . . 0 A

A 0 . . . 0 0
...

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

...

0 . . . . . . A 0

 (3)

Si la suite(um)m est solution de (1) la suite


(umr)m

(umr−1)m
...

(umr−r+1)m

 est solution de (3) et,

si on partitionne le vecteur inconnuZ =
 Z0

...

Zr−1

 enr vecteurs de dimensionp, on
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obtient les équations


τZ0 = AZr−1
τZ1 = AZ0

...

τZr−1 = AZr−2

. En particulier, chaque vecteurZj est

solution du systèmer-réduit (2).

4 Comparaison des diverses méthodes et exemple

4.1 Relation entreL et �

De façon globale, l’approche directe et l’approche duale se correspondent par l’iso-
morphisme de MellinM qui échange les coordonnées. Cependant, les opérateursL

et � auxquels conduit chacune de ces deux approches ne se correspondent pas par
cet isomorphisme car une permutation de l’ordre et du rôle des coordonnées n’est pas
compatible avec les opérations effectuées. Ceci est lié au fait que les divisions, pgcdd,
ppcmg,. . . sont définis dans l’algèbreC(x)[δ] à coefficients rationnels alors qu’on
fait agir l’isomorphisme de Mellin par permutation des coordonnées sur l’algèbre
A1 = C[x][δ] à coefficients polynomiaux. Les relations arithmétiques établies dans
C(x)[δ] induisent des relations analogues dansA1 en supprimant les dénominateurs.
Ce faisant on remplace divisions par pseudo-divisions au sens des algèbres de Ore et
on introduit des facteurs supplémentaires dont il faut tenir compte. Expliquons plus
en détail :

L’opérateur différentielL est un ppcmg dans l’algèbreC(x)[δ] mais appartenant
àA1 = C[x][δ], des opérateurs différentielsDj (cf.Algorithme : version 1). Il vérifie
donc des relations de la forme

SjDj = u(xr)L pourj = 0, 1, . . . , r − 1 (1)

oùSj ∈ A1 et oùu(xr) ∈ C[xr ].
L’opérateur aux différences� est un ppcmg, appartenant àA

∗
1, des opérateursD∗

j

transformés de Mellin des opérateursDj . Il vérifie donc des relations de la forme

GjD
∗
j = v(m)� pourj = 0, 1, . . . , r − 1 (2)

oùGj ∈ A
∗
1 et oùv(m) ∈ C[m].

Par transformation de Mellin inverse, les relations (2) deviennent

G̃jDj = v(δ)�̃ pourj = 0, 1, . . . , r − 1

et, en les comparant à (1), on voit que c’estv(δ)�̃ et non pas̃� lui-même en général
qui est un multiple à gauche dansC(x)[δ] de l’opérateurL. A fortiori, comme on le
constate sur l’exemple de l’équation de Ramis–Sibuya ci-dessous,�̃ n’est pas égal à
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L en général. En supprimant les dénominateurs et en remarquant que�̃ etL sont des
polynômes enxr et δ on en déduit une relation de la forme

u1(x
r)v(δ)�̃ = Q(xr, δ)L (3)

oùu1(x
r) ∈ C[xr ], v(δ) ∈ C[δ] et oùQ(x, δ) ∈ A1 et la relation duale

u1(τ
r )v(m)� = Q(τr, m)L∗. (4)

À partir de la transformée de Mellin de la relation (1) , on obtient, de même, des
relations du typev1(m)u(τ r)L∗ = P(m, τ r)� etv1(δ)u(xr)L = P(δ, xr)�̃.

4.2 Exemple de l’équation de Ramis–Sibuya

L’équation de Ramis–Sibuya est l’équationDy = 0 où l’opérateurD s’écrit

D = a3(x)∂3 + a2(x)∂2 + a1(x)∂ + a0(x) (5)

avec 
a3(x) = x6(3x3 − 10x2 − 2x − 4)

a2(x) = x3(12x5 − 47x4 − 16x3 − 50x2 − 8x − 8)

a1(x) = 2x(3x6 − 14x5 − 12x4 − 5x3 − 14x2 − 6x − 4)

a0(x) = 12x4 − 14x3 + 60x2 + 12x + 8

Cette équation admet pour solutions les deux exponentiellese1/x et e1/x2
et la sé-

rie de Ramis–Sibuyâf (x) = ĝ(x) + ĝ(x2) où ĝ désigne la série d’Euler̂g(x) =∑
n≥0(−1)nn! xn+1.

Nous nous proposons d’appliquer les algorithmes précédents (directs et duaux) à
cette équation.

Nous nous plaçons, pour l’instant, dans le casr = 2.
L’opérateurL calculé par les algorithmes du paragraphe 2 est l’opérateur

L5 = x9(3x4 + 86x2 + 168)∂5 + 2x6(21x6 + 691x4 + 1598x2 + 168)∂4

+ x5(162x6 + 6061x4 + 16226x2 + 1848)∂3

+ 2x2(90x8 + 3816x6 + 12079x4 + 250x2 − 168)∂2

+ 12x(3x8 + 144x6 + 642x4 − 12x2 + 112)∂

− 24(15x4 + 50x2 + 56)
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ou, si on l’exprime en fonction de l’opérateur d’Eulerδ,

L5 = x4 (3x4 + 86x2 + 168) δ5 + 2x2 (6x6 + 261x4 + 758x2 + 168) δ4

+ x2 (15x6 + 779x4 + 2930x2 − 168) δ3

+ (6x8 + 351x6 + 2236x4 − 1348x2 − 336) δ2

+ (−10x6 + 854x4 + 1036x2 + 1680) δ

− 360x4 − 1200x2 − 1344.

C’est un opérateur d’ordre 5 et non pas d’ordre maximalnr = 6 ce qui fournit un
exemple de vecteur̃E non cyclique, comme annoncé au paragraphe 2.2.1. L’opérateur
est de degré 13 si on l’exprime en fonction de∂ mais de degré 8 seulement si on le
développe suivant les puissances deδ.

L’opérateur aux différences� calculé au paragraphe 3 est l’opérateur

�10 = 9(m − 8)(m − 10)2(m − 9)2(16m5 − 296m4

+ 2058m3 − 7601m2 + 20271m − 33468) τ10

− (1792m9 − 87200m8 + 1836352m7 − 22004044m6

+ 166720060m5 − 847108525m4 + 3019206360m3

− 7738806953m2 + 13424517510m − 11698417512)(m − 8) τ8

+ (−1216m10 + 55392m9 − 1079288m8 + 11719164m7

− 77174132m6 + 309642768m5 − 659015878m4 − 98207604m3

+ 5491902246m2 − 16879573428m + 19197313776) τ6

+ (−256m10 + 7936m9 − 77344m8 − 103744m7 + 8452288m6

− 81663212m5 + 421470752m4 − 1353600540m3

+ 2746004600m2 − 3157587760m + 1367558400) τ4

+ (−512m9 + 18944m8 − 295744m7 + 2553728m6

− 13375840m5 + 43086584m4 − 78262880m3

+ 47433816m2 + 81784848m − 130369344) τ2

+ 32(m − 1)(m − 4)(16m5 − 456m4

+ 5066m3 − 28333m2 + 86123m − 126126).

C’est un opérateur d’ordre 10 enτ (5 enτ2) et de degré 10.
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Son transformé de Mellin inverse est l’opérateur d’ordre 10 (et non pas 5 comme
L5)

�̃10 = 16x4 (3x3 + 10x2 − 2x + 4) (3x3 − 10x2 − 2x − 4) δ10

+ 8x2 (639x8 − 5228x6 − 2196x4 − 288x2 − 64) δ9

+ 2x2 (37413x8 − 192160x6 − 29020x4 + 12016x2 + 4864) δ8

+ (575667x10 − 1639604x8 + 182652x6 + 26304x4 − 66368x2 + 512) δ7

+ (2519145x10 − 3228668x8 + 1194340x6

− 201280x4 + 190976x2 − 17152) δ6

+ (6379893x10 − 2007731x8 − 1528848x6

− 943852x4 − 118880x2 + 237120) δ5

+ (9089109x10 + 2101448x8 − 2215606x6

+ 2098096x4 − 1103560x2 − 1775584) δ4

+ (6651108x10 + 3375593x8 + 2148924x6

+ 5161060x4 + 5571168x2 + 7937664) δ3

+ (1928556x10 + 970506x8 + 436398x6

− 19150552x4 − 12389544x2 − 21442336) δ2

+ (−234120x8 − 545820x6 + 33655632x4 + 17110512x2 + 31203904) δ

+ 162000x6 − 19817280x4 − 11638080x2 − 16144128.

La relation (3) est vérifiée par̃�10 etL5 en prenant

• u1(x
2) = 243x20 + 34830x18 + 2064960x16 + 65046960x14

+ 1163615280x12 + 11771075936x10 + 65162455680x8

+ 203987266560x6 + 362640015360x4 + 342535495680x2

+ 133827821568,

• v(δ) = 1,

• Q(x2, δ) = 16(3x3 − 10x2 − 2x − 4)

(3x3 + 10x2 − 2x + 4) (3x4 + 86x2 + 168)4 δ5

− 8(459x10 − 13002x8 − 278300x6 − 493880x4

− 521792x2 − 153216)(3x4 + 86x2 + 168)3 δ4
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+ 2(13365x14 − 1993644x12 − 49787448x10

− 413971040x8 − 856551216x6 − 2454506176x4

− 2982352128x2 − 1143862272)(3x4 + 86x2 + 168)2 δ3

− (261711x18 − 38399238x16 − 826873704x14

− 8277404112x12 − 71496360592x10 − 282382737504x8

− 2419380097792x6 − 5180973643776x4

− 5061866471424x2 − 2149514551296)(3x4 + 86x2 + 168) δ2

+ (4644459x22 + 118731420x20 + 9162912348x18

+ 97916779440x16 − 4033206784368x14 − 82159591566528x12

− 550884952288448x10 − 2075017277585152x8

− 3910594860533760x6 − 4248923686576128x4

− 2981326231683072x2 − 1097681283514368)δ

− 8084610x22 − 299382804x20 − 7863071760x18

+ 892227121920x16 + 27828286253280x14

+ 328935359770560x12 + 1797276633574912x10

+ 5352759561623040x8 + 8114867619102720x6

+ 7819726953185280x4 + 4892526662123520x2

+ 1607539792674816.

Le transformé de MellinL∗
5 deL5 est l’opérateur

L∗
5 = 3(m − 6) (m − 7)2 (m − 8)2 τ8

+ (m − 6) (86m4 − 1542m3 + 9959m2 − 26925m + 24632) τ6

+ (168m5 − 1844m4 + 5554m3 + 5092m2 − 49450m + 60544) τ4

+ (336m4 − 2856m3 + 7724m2 − 6340m − 1944) τ2

− 336(m − 1) (m − 4).

C’est un opérateur d’ordre 8. Il n’est donc pas multiple de l’opérateur�10 qui est
d’ordre 10. De même quẽ�10 etL5 vérifient la relation (3), les opérateursL∗

5 et�10
vérifient la relation (4).

On trouvera, écrites enmaple, les procédures correspondant à chacun des algo-
rithmes présentés ci-dessus à l’adresse électronique indiquée dans [BCL]. À ce jour,
celles-ci n’ont pas été optimisées et nous n’avons pas évalué leur complexité. Leur
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exécution sur un certain nombre d’exemples donne une idée sans doute assez bonne
de celles qui sont à retenir et à développer en priorité.

À titre indicatif, nous donnons ci-dessous les temps de calcul obtenus sur un or-
dinateur de type Alpha EV6.7 cadencé à 667 MHz pour chaque méthode et pour des
valeurs der allant de 2 à 10 sur l’exemple de l’équation de Ramis–Sibuya. La notation
A5(2) signifie «Algorithme : version 5 et variante 2». Les étoiles∗ indiquent un temps
de calcul supérieur à 1 400 s et les doubles étoiles∗∗ une mémoire saturée à 128 Mb.
Dans le cas de l’algorithmeA2∗ et pourr = 3 la saturation de la mémoire est obtenue
après un temps de calcul de 230 s seulement.

Méthodes directes :

r 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A1 0.9 51 151 ∗
A2 2.4 ∗
A3 .6 2.3 3.0 9.0 8.9 28.7 21.5 196.9 50.0
A4 .4 45.2 26.0 ∗

A5(1) .5 1.9 2.8 9.6 9.8 41.0 28.0 231.0 71.3
A5(2) .5 4.0 6.6 89.0 56.0 ∗

Méthodes duales :

r 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A1* 1.5 ∗∗
A2* 2.0 ∗∗
A3* .5 2.4 2.4 12.5 10.2 43.0 30.2 123.0 71.0
A4* .8 121.2 1050.0 ∗

A5*(1) .3 1.6 1.5 6.4 4.7 19.1 11.6 47.1 25.0
A5*(2) .9 4.6 6.0 30.1 25.3 150 88 642.0 341.3

Les meilleures méthodes apparaissent être ici sans conteste celles qui utilisent
la réduction du rang sans recourir à l’emploi de nombres algébriques (A5(1) et sa
dualeA5∗(1)) ou celles qui reposent sur le produit de Hadamard (A3∗ ou sa duale
A3). Notons que l’écart entreA3 etA5(1) par exemple n’est pas significatif. Ainsi la
procédureA5(1) écrite en utilisant les procédures générales d’élimination de Gauss
disponibles sousmaple sans tenir compte de la forme spécifique des systèmes de rang
réduit n’est certainement pas optimale. À titre anecdotique nous pouvons d’ailleurs
ajouter que le même algorithmeA3 exécuté sur une machine équipée d’un processeur
de type Pentium cadencé à 2,2 GHz s’est avéré deux fois plus rapide sauf dans le cas
r = 9 où il s’est avéré 5 fois plus lent !



Remarques algorithmiques liées au rang d’un opérateur différentiel linéaire113

4.3 Remarque sur l’utilisation d’équations différentielles
linéaires affines

Nous avons choisi de travailler avec des équations différentielles linéaires. On peut tout
aussi bien travailler avec des équations différentielles linéaires affines («avec second
membre»).

Nous nous contentons ici d’observer l’exemple de la série de Ramis–Sibuya. Celle-
ci satisfait à l’équation différentielle linéaire affine

x5(2−x)y′′ +x2(4+5x2−2x3)y′ +2(2−x +x2)y = 4x +2x2+10x3−3x4. (6)

En adaptant les méthodes développées au paragraphe 2 on obtient les équations
différentielles linéaires affines

L3(y) = 6x6 + 56x4 qui admet pour solution̂f 0

etL3(y) = −x5 − 14x3 − 8x qui admet pour solution̂f 1

oùL3 est l’opérateur

L3 = (x9 + 4x7) ∂3 + (34x6 + 8x4 + 6x8) ∂2

+ (12x3 + 6x7 + 43x5) ∂ − 10x2 − 8.

(Une base de solutions de l’équationL3(y) = 0 est donnée pare1/x, e−1/x et e1/x2
).

En dérivant respectivement(6x6 + 56x4)−1L3(y) et (−x5 − 14x3 − 8x)−1L3(y)

on obtient les équations différentielles linéaires («sans second membre»)

L′
4(y) = 0 qui admet pour solution̂f 0

et

L′′
4(y) = 0 qui admet pour solution̂f 1

où

L′
4(y) = x8 (3x2 + 28) ∂4 + x5 (27x4 + 314x2 + 56) ∂3

+ 3x4 (18x4 + 251x2 + 28) ∂2 + x (18x6 + 303x4 − 146x2 − 56) ∂

+ 120x2 + 224

et

L′′
4(y) = x8 (x4 + 14x2 + 8) ∂4 + 2x5 (5x6 + 85x4 + 70x2 + 8) ∂3

+ x4 (24x6 + 485x4 + 478x2 + 72) ∂2

+ 2x (6x8 + 144x6 + 153x4 + 2x2 − 8) ∂

+ 30x4 + 60x2 + 16.
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Ces équations sont d’ordre 4 ce qui prouve, en particulier, que l’équationL5(y) = 0
n’est pas l’équation d’ordre minimal vérifiée par l’une ou l’autre des sous-sériesf̂ 0

ou f̂ 1. On vérifie que l’opérateurL5 qui admet simultanément les deux sériesf̂ 0

et f̂ 1 pour solutions est, en fait, le ppcmg deL′
4 et deL′′

4. En remarquant que la
sérief̂ 1 est la sous-série des termes impairs de la série d’Euler et en appliquant la
même méthode à l’équation d’Eulerx2y′ + y = x on obtient pourf̂ 1 l’équation avec
second membrex4y′′ +2x3y′ −y = −x ou encore, sous forme homogène, l’équation
x5y′′′ + 5x4y′′ + x(4x2 − 1)y′ + y = 0. Celle-ci est d’ordre 3 et non pas 4 ce qui
montre que l’équationL′′

4y = 0 n’est pas l’équation d’ordre minimal vérifiée parf̂ 1.

5 Appendice : invariants formels d’une équation
ou d’un système

Dans ce paragraphe, nous indiquons comment accéder de façon explicite ou algorith-
mique aux invariants formels des équations ou systèmes différentiels et, en particulier,
à leur différents niveaux. Le cas d’une équation est beaucoup plus facile que celui
d’un système : tous les invariants formels se lisent sur un nombre fini de polygones de
Newton associés à l’équation moyennant la résolution d’un certain nombre d’équations
algébriques qui sont génériquement de degré un.

Quitte à réduire les systèmes à une forme compagnon on peut ainsi, en théorie, cal-
culer tous les invariants formels d’un système. Malheureusement, une telle réduction
par un algorithme de vecteur cyclique conduit souvent à des équations dont les coef-
ficients sont énormes voire incalculables en pratique. Il est donc justifié de s’attacher
à la recherche d’algorithmes opérant directement sur les systèmes.

Les invariants formels d’un système se lisent sur une solution fondamentale for-
melle et caractérisent chaque classe formelle. Rappelons que la classification formelle
des systèmes est la classification modulo transformation de jauge méromorphe for-
melleY = T (x)Z, i.e., dans laquelleT est une matrice inversible à coefficients mé-
romorphes formels. La notion d’équivalence formelle en termes d’équations s’énonce
moins simplement. On renvoie à [Ore33] ou à [S96] Cor. 2.6.

5.1 Invariants formels des équations différentielles

Considérons, comme au paragraphe 2, une équation différentielle

Dy = 0 (1)

où l’opérateur

D = an(x)∂n + an−1(x)∂n1 + · · · + a1(x)∂ + a0(x)
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est à coefficients méromorphes convergents ou formels enx = 0 (il n’est pas utile
ici de se restreindre au cas polynomial) et notonsv(a) la valuation enx d’une série
méromorphea.

Les algorithmes de détermination des solutions formelles reposent sur les notions
de polygones de Newton et d’équations caractéristiques qui leur sont attachées (voir
([BJ97] ou [M79]) par exemple). Nous esquissons ces notions ci-dessous.

• Le polygone de Newton de l’équation (1) elle-même est défini comme suit :
Dans le demi-planR+ × R on considère l’ensemble des deuxièmes quadrants

Qj = {(x, y) ∈ R
+ × R | x ≤ j ety ≥ v(aj ) − j}

de sommets chacun des points(j, v(aj ) − j), j = 0, . . . , n et aj �= 0. Le polygone
de NewtonN(D) de D est l’enveloppe convexe de laréunionQ = ∪j=0,1,...,nQj de
tous ces quadrants.

La figure ci-dessous représente le polygone de Newton de l’équation de Ramis–
Sibuya.
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On a indiqué, en italique à côté de
chaque point marqué sur le bord du
polygone de Newton, le coefficient
à prendre en compte dans les équa-
tions indicielle ou caractéristiques.

Polygone de Newton de l’équation de Ramis–Sibuya

Les pentes deN(D) sont des nombres rationnels positifs ou nuls. Celles qui sont
strictement positives sont appeléesles niveaux deD. Quitte à utiliser une extension
finie x = tp de la variablex, on peut se ramener au cas de pentes entières. Nous
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supposons donc désormais, pour simplifier les écritures, que les pentes deN(D) sont
entières.

• Les équations caractéristiques sont relatives à chaque côté deN(D). Pour un
côté de pentek > 0 on parle d’équationk-caractéristique ; pour le côté de pente nulle,
s’il existe, d’équation indicielle. Ces équations sont définies par le symbole principal

deD associé à la filtration par lek-poidswk ainsi défini : on choisitwk(x) = 1

k + 1
et wk(∂) = −1 de sorte quewk(x

k+1∂) = 0 et on définit le poidswk(D) comme le
plus petit desk-poids de ses monômes.

Pourk = 0 et si le côté horizontal deN(D) est de longueurn0 > 0 la partie
homogène de plus bas 0-poids deD est de la forme

σ0(D) = xm

n0∑
j=0

am+j,j x
j ∂j avec am+n0,n0 �= 0.

On obtient le polynôme indiciel deD en négligeant le facteurxm et en substituant à
xj ∂j le produitX(X − 1) . . . (X − j + 1) d’où l’équation indicielle deD :

n0∑
j=0

am+j,jX(X − 1) . . . (X − j + 1) = 0

Pourk > 0 et siN(D) admet un côté de pentek de longueur horizontalenk la partie
homogène de plus bask-poids deD s’écrit (modulo des termes dek-poids supérieur
si on écrit(xk+1∂)j au lieu dex(k+1)j ∂j )

σk(D) ≡ xm′
Nk∑

j=N ′
k

am′+(k+1)j,j (x
k+1∂)j

≡ xm′
(xk+1∂)N

′
k

nk∑
j=0

am′+(k+1)(N ′
k+j),N ′

k+j (x
k+1∂)j

où on a notéN ′
k = n0 + · · · + nk−1 et Nk = N ′

k + nk. Ici, les deux termes extrêmes
am′+(k+1)N ′

k,N
′
k

et am′+(k+1)Nk,Nk
(xk+1∂)nk sont non nuls. On obtient le polynôme

k-caractéristique deD en négligeant le facteurxm′
(xk+1∂)N

′
k et en substituantX à

xk+1∂ d’où l’équationk-caractéristique deD :

nk∑
j=0

am′+(k+1)(N ′
k+j),N ′

k+jX
j = 0.

Compte tenu de la remarque précédente, cette équation n’admet pasX = 0 pour
solution.

Décrivons à présent comment on obtient les solutions formelles deD.
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• À un côté horizontal de longueurn0 ≥ 0 correspondentn0 solutions formelles-
logarithmiques de la forme

�(x) = xµ
s−1∑
j=0

ϕj (x)(ln x)j

oùµ ∈ C, s ∈ N
∗ et où lesϕj sont des séries formelles enx.

Celles-ci sont calculables par la méthode de Frobenius. Les différentes valeurs
de µ sont les racines de l’équation indicielle comptées avec leur multiplicité.s est
inférieur ou égal à la multiplicité de l’exposantµ correspondant moduloZ. La mé-
thode de Frobenius consiste à chercher des solutions de la formexµ

∑
m≥0 umxm par

identification et à introduire autant de puissances successives de lnx que nécessaire
pour contourner les incompatibilités. Pour les détails on renvoie à [Ince] Chap. XVI.

•À un côté de pentek > 0 et de longueur horizontalenk correspondentnk solutions
de la forme

y = �(x)eq(1/x)

où� est une combinaison linéaire de séries formelles-logarithmiques du type précé-

dent et oùq est de la formeq
(1

x

)
= −αk

kxk
+q1

(1

x

)
, le termeq1

(1

x

)
étant un polynôme

en
1

x
ou en une puissance fractionnaire de

1

x
, de degré en

1

x
strictement inférieur àk.

Les différentsαk qui apparaissent sont les racines de l’équationk-caractéristique de
D comptées avec leur multiplicité.

Pour obtenir les termes suivants deq il suffit d’opérer le changement d’inconnue

y = e−αk/kxk

z et de considérer l’équation différentielle enz. Dans le polygone de
Newton de cette équation on ne prend en compte que les pentes inférieures àk. On
construit ainsi une suite finie d’opérateurs jusqu’à l’obtention d’une pente nulle comme
seule pente admissible. À cette dernière, si elle existe, on applique la méthode de
Frobenius pour déterminer le facteur�.

Les invariants méromorphes formels de (1) sont les triplets(µ modZ, s, q).
Les différentsµ modZ sont les exposants de monodromie formelle. Les nombres

entierss associés àµ sont les dimensions des blocs de Jordan de la monodromie
formelle pour la valeur propree2πiµ. La partie exponentielleeq(1/x) des solutions est
aussi appelée leur partie irrégulière. Dans le cas de l’équation de Ramis–Sibuya les
invariants méromorphes formels sont ainsi les triplets(0, 1, 0),

(
0, 1, 1

x

)
,
(
0, 1, 1

x2

)
.

Des procédures de calcul de ces invariants sont implantées dans le codedesir2;
on trouvera un pointeur surdesir2dans [BCL].
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5.2 Invariants formels des systèmes différentiels

Nous considérons maintenant un système

dY

dx
− A(x)Y = 0 (2)

de rang de Poincarér et nous nous proposons de déterminer les invariants de ce
système sans passer par l’intermédiaire d’une forme compagnon. Naturellement, dans
le cas où l’on dispose d’une forme compagnon, comme dans celui où une telle forme
compagnon est facile à obtenir, il est préférable de déterminer les invariants formels
sur l’équation associée.

En écrivantA(x) = 1
xr+1

∑
m≥0 Amxm, nous supposonsA0 �= 0 sinonr ne serait

pas le rang de Poincaré et nous supposonsr ≥ 0 sinon l’origine ne serait pas un point
singulier de (2), toutes les solutions seraient analytiques à l’origine et il n’y aurait pas
d’invariant à déterminer.

Rappelons qu’un tel système admet une solution fondamentale formelle de la forme

Ŷ (x) = F̂ (x)xLeQ(1/x) (3)

où Q(1/x) est une matrice diagonale de polynômes en
1

x
ou en une puissance frac-

tionnaire de
1

x
, L est une matrice constante complexe etF̂ une matrice de séries

méromorphes formelles ([BJL79], [L-R01] Theorem 2.2).

Les invariants formels du système (2) sont donnés parQ(1/x) et L, plus pré-
cisément, par la forme de Jordan deL, les valeurs propres étant prises moduloZ.

LorsqueQ ≡ 0 on dit que l’origine est unesingularité régulière: dans ce cas,
en particulier, la matricêF est convergente dès queA l’est. LorsqueQ �≡ 0 on dit
que l’origine est unesingularité irrégulièreet la matriceF̂ est, en général, une série
divergente.

Le degréκ (éventuellement fractionnaire) deQ(1/x) en la variable
1

x
est appeléle

rang de Katzdu système. On montre que le rang de Katzκ est toujours inférieur ou égal
au rang de Poincarér et que le vrai rang de Poincaré est la partie entière supérieure de
κ (i.e., le plus petit nombre entier qui lui est supérieur ou égal). Ainsi, un système est à
singularité régulière si et seulement si son vrai rang de Poincaré est nul. En particulier,
les systèmes de rang de Poincaré 0, quelquefois appeléssystèmes de première espèce,
sont toujours singuliers réguliers. On dispose, pour ces systèmes de première espèce,
de bons algorithmes de calcul d’une solution fondamentale formelleF̂ (x)xL ([CL],
[S86]). On peut, dans ce cas, choisir pourL une forme de Jordan de la matrice de
têteA0 dexA. En particulier, les valeurs propres deL sont celles de la matriceA0 et
l’équation indicielle est ici remplacée par l’équation caractéristique deA0. La matrice
F̂ (x) n’a pas de partie polaire ; la matricêF(0) est inversible et ses colonnes forment
une base des sous-espaces caractéristiques deA0. Le reste de la matricêF(x) peut
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alors être calculé par identification dans le système et on obtient ainsi des relations de
récurrence pour calculer de proche en proche toutes les parties homogènesFjx

j de
F(x).

Pour plus de précision, si nécessaire, nous noteronsκ(A), r(A), . . . le rang de

Katz, de Poincaré, . . . du système (2) :
dY

dx
− A(x)Y = 0.

Une première étape importante dans la recherche des invariants formels est la
détermination du rang de Katz. Commençons par voir comment on peut décider si ce
rang est nul, c’est-à-dire, si la singularité 0 est régulière en suivant une méthode due
à Moser ([Mo60]). Nous traiterons ensuite du cas singulier irrégulier.

5.2.1 Détermination de la régularité, rang de Moser et calcul des solutions régu-
lières. La méthode de Moser consiste à faire chuter le rang de Poincaré du système
jusqu’à l’obtention du vrai rang de Poincaré et ceci au moyen de transformations de
jauge polynomiales de degré au plus 2. Dans le cas où le système est singulier régulier
on obtient ainsi un système de première espèce dont on sait calculer les solutions
([CL], [S86]). Pour tester si le rang de Poincaré est minimal, Moser attache au sys-
tème une nouvelle quantité aujourd’hui communément appelée rang de Moser et qui
est aisément lisible sur le système. Nous en rappelons la définition.

Définition 5.1. (i) Le rang de Moser du système (2) :
dY

dx
−A(x)Y = 0 est le nombre

rationnel

m(A) = max
(
0, r + r0

n

)
où r désigne le rang de Poincaré du système (2) en 0,r0 le rang de la matrice de tête
A0 dexr+1A etn la dimension du système (2).

(ii) Le polynôme de Moser attaché au système (2) est le polynôme de la variabled́
in next
display
correct ? ? ? ?

λ défini par

B(A, λ) = xr0d́ et

(
λI + A0

x
+ A1

) ∣∣∣
x=0

Comme c’est le cas du rang de Poincaré le rang de Moser n’est pas invariant par
transformation de jauge méromorphe mais il admet une plus petite valeur possible
µ(A) que nous appelleronsvrai rang de Moserdu système.

Clairement, 0 est une singularité régulière du système (2) si et seulement si le vrai
rang de Moserµ(A) du système en 0 vérifie la condition

µ(A) ≤ 1.

Ainsi, si le rang de Moserm(A) est≤ 1 le système est singulier régulier en 0.
Dans le cas oùm(A) > 1, le théorème de Moser ci-dessous donne une condition
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nécessaire et suffisante, simple à vérifier, pour déterminer sim(A) est égal ou non au
vrai rang de Moserµ(A). Dans le cas oùm(A) �= µ(A), Moser fournit, en outre, un
algorithme construisant à l’aide de transformations de jauge adéquates sur le système

(2) un système
dY

dx
− B(x)Y = 0 de rang de Moser minimalm(B) = µ(A) donc de

rang de Poincaré minimal.

Théorème 5.2([Mo60]). (i) Le rang de Moserm(A) du système (2) est égal au vrai
rang de Moserµ(A) si et seulement si le polynôme de MoserB(A, λ) n’est pas
identiquement nul.

(ii) Si µ(A) < m(A) on peut réduire le rang de Moser du système par des trans-
formations de jauge de la forme

T (x) = (P0 + P1x)�

où P0 et P1 sont des matrices constantes,P0 est inversible et où� est une matrice
diagonale dont les termes diagonaux ne prennent que les valeurs 1 oux.

Pour plus de précisions sur l’algorithme on renvoie à [H87] et [B95]. Signalons,
en outre, que l’algorithme de Moser est implanté dans la procéduremoser−reduce
du paquetage DEtools demaple.

Exemple 5.3. Considérons le systèmeY ′ = AY oùA =
[

4x−1 −4

2x−2 −3x−1

]
.

La matriceA est de la formeA = 1

x2 (A0 + A1x + A2x
2) où

A0 =
[

0 0

2 0

]
, A1 =

[
4 0

0 −3

]
et A2 =

[
0 −4

0 0

]

Le rang de Poincarér vaut 1. La matriceA0 est nilpotente de rangr0 = 1 et rang
de Moserm(A) du système vaut doncm(A) = 1 + 1/2 = 3/2 > 1. Comme

x det(λI + A0

x
+ A1) = x

∣∣∣∣∣ λ + 4 0

2x−1 λ − 3

∣∣∣∣∣ = x(λ + 4)(λ − 3)

le polynôme de MoserB(A, λ) est identiquement nul et le vrai rang de Moser du

système est strictement inférieur à
3

2
. Comme ce rang est un nombre rationnel de

dénominateur 2 on peut, ici, d’ores et déjà conclure queµ(A) ≤ 1, donc que le
système est singulier régulier en 0.
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La transformation de jauge de matriceT =
[
x 0

0 1

]
réduit le rang de Moser à 1.

En effet, le nouveau système s’écrit
dY

dx
− B(x)Y = 0 où

B = T −1AT − T −1T ′ = 1

x

[
3 −4

2 −3

]
.

Comme c’est un système de première espèce en 0 on arrête là la procédure de réduction :

le système donné est un système singulier régulier en 0 équivalent au système
dY

dx
−

B(x)Y = 0 ci-dessus.
Dans cet exemple, on a pu conclure que le système est singulier régulier sans avoir

à effectuer la réduction du système par des transformations de Moser mais, en général,
et chaque fois que la procédure de Moser requiert plusieurs étapes, on ne peut éviter
le calcul effectif de réduction du système à chaque étape.

5.2.2 Cas des singularités irrégulières.Turrittin ([T55]) et Wasow ([Was]) ont, les
premiers, donné en toute généralité une matrice fondamentale de solutions formelles
d’un système (2). Leur démonstration conduit à une version faible de la formule (3)
dans laquelle la sériêF peut contenir les puissances fractionnaires dex nécessaires à
l’écriture deQ.

Dans [BJL79] W. Balser, W. B. Jurkat et D. A. Lutz montrent qu’une bonne sy-
métrisation des formules obtenues par Turrittin et Wasow permet d’obtenir la forme
fine (3) puis, dans [L-R01], on exprime cette symétrisation en termes de réduction du
rang de certains systèmes simples exhibant les invariants formels. Ainsi peut-on déjà
lire tous les invariants formels du système sur la forme faible de Turritin-Wasow.

La démonstration de Turrittin-Wasow est algorithmique. Elle repose sur une triple
récurrence portant sur le rang et la dimension du système et sur le nombre de blocs de
Jordan deA0. Elle opère en alternance des opérations du type suivant :

– Découplage : si la matriceA0 est somme directe de deux matrices sans valeurs
propres communes alors on peut scinder de façon analogue le système par une
transformation de jauge formelle ([Was] Theorem 11.1).

– Changement de vecteur inconnu de la formeY = e
−α
rxr Z.

– Mise sous forme réduite de Turrittin-Wasow : la matrice de têteA0 dexr+1A

étant sous forme de Jordan nilpotente il s’agit de faire apparaître dans les termes
suivantsAj des zéros sur toutes les lignes non nulles deA0 ([Was] Lemma 19.2).

– Cisaillement : ce sont des transformations de jauge diagonales de la forme

diag(1, xg, x2g, . . . , x(n−1)g)

pour ung convenable à déterminer.

– Extension algébrique convenablex = t s de la variable.
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Cette construction a le mérite d’établir la partie centrale du théorème de classi-
fication formelle. Malheureusement, dans la pratique, elle s’avère très peu efficace
pour calculer les invariants d’un système donné. En particulier, la mise sous forme
réduite de Turritin-Wasow est extrêmement lourde et aboutit difficilement. Or, il est
en général nécessaire d’y recourir plusieurs fois.

Nous présentons ci-dessous un protocole dans lequel on s’intéresse en priorité à
la détermination de la partie irrégulière d’une solution fondamentale ([B97]) ; on sait
alors qu’il suffit de garder lesnr premiers termes de chaque coefficient du système
pour garantir la validité des résultats ([BV83], [LS85]). On n’a pas de borne semblable
sur le nombre de termes permettant de calculer sans erreur la partie régulière et un
nombre donné de termes danŝF . Un algorithme de calcul des solutions régulières
d’un système singulier irrégulier permet de contourner cette difficulté ([BP99]).

Les procédures sont implantées sous Maple dans le codeisolde. On trouvera un
pointeur versisoldedans [BCL].

Protocole pour le calcul de la partie irrégulière :

1. On réduit le système à son vrai rang de Moser (cf. Théorème 5.2).

On note encore (2) :
dY

dx
−A(x)Y = 0 avecA(x) = 1

xr+1

∑
j≥0 Ajx

j le système

ainsi réduit,n sa dimension,r son rang de Poincaré,m = m(A) son rang de
Moser,κ = κ(A) son rang de Katz etr0 le rang deA0.

2. Sim ≤ 1, le système est à singularité régulière : sa partie irrégulièreQ est nulle.

3. Sin = 1 etm > 1, la partie irrégulièreQ s’obtient par intégration terme à terme
de la partie polaire deA(x).

4. Si A0 admet au moins deux valeurs propres distinctes, on scinde le système
(2) par la procédure de découplage de Turrittin-Wasow et on reprend en1 pour
chacun des systèmes obtenus.

5. Si A0 admet la seule valeur propreα �= 0 on effectue le changement de vecteur

inconnuY = e
−α
rxr Z (qui transforme le système (2) en un système de rang de

Poincaré< r et de matrice de têteA0 − αI nilpotente) et on revient en1.

6. Si la matriceA0 est nilpotente, alors

6.1. Sir+r0 > n le rang de Katz est un nombre rationnel non entierκ(A) = r ′

s′ ,
r − 1 < κ(A) < r, donné par (cf. [B97] Theorem 1)

κ(A) = max

(
0, max

0≤j<n

−n + j − v(cj )

n − j

)
(4)

où lescj sont les coefficients du polynôme caractéristique deA,

dét(λI − A) = λn + cn−1λ
n−1 + · · · + c0,

et oùv désigne la valuation.
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6.2. Si r +r0 ≤ n on augmente la valeur der de façon à satisfaire à la condition
r + r0 > n par une extension algébriquex �→ xs de la variablex de degré
s suffisant ; on peut alors appliquer 6.1.

6.3. On opère l’extensionx = t s
′
de la variable. On obtient un nouveau système

dZ

dt
−B(t)Z = 0, oùB = 1

t rs
′+1

∑
j≥0 s′Aj t

js′
,qui est de rang de Poincaré

rs′ et de rang de Katz entierr ′ < rs′. (Le vrai rang de Poincaré est donc
égal àr ′). Après avoir réduit le système à son rang de Moser minimal on
est ramené au point 4 ci-dessus.

Remarque 5.4. La formule pour le rang de Katz donnée à l’étape 6.1 étend la notion de
rang de Katz d’une équation différentielle : si le système (2) est le système compagnon
d’une équation différentielle, cette valeur est bien égale à la plus grande pente du
polygone de Newton de celle-ci.

Exemple 5.5. Considérons le système
dY

dx
= A(x)Y où

A(x) = 1

x4


0 0 x 0

1 −x2 x2 −x2

0 1 x2 0

x2 x2 0 −x2

 .

Le rang de Poincaré vautr = 3.

La matrice de têteA0 =


0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 est nilpotente de rangr0 = 2.

Le polynôme de MoserB(A, λ) = λ n’étant pas identiquement nul, le rang de Moser

m(A) = 3 + 2

4
= 7

2
est minimal.

La conditionr + r0 > n étant satisfaite (étape 6.1 ci-dessus) on peut calculerκ(A) en
utilisant la formule (4) : comme

dét(λI − A(x)) = λ4 + λ3

x2 − λ2

x6 +
(−2x7 − x2 − x5

)
λ

x13 + x2 − 1

x13 ,

on a v(a3) = −2, v(a2) = −6, v(a1) = −11, v(a0) = −13 (v désigne la
valuation) et, par suite,

κ(A) = max

{
0, 1, 2,

8

3
,

9

4

}
= 8

3
.
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En posantx = t3, on obtient le système
dY

dt
= B(t)Y où

B(t) = 3

t10


0 0 t3 0

1 −t6 t6 −t6

0 1 t6 0

t6 t6 0 −t6

 .

La méthode de Moser conduit à appliquer à ce système la transformation de jauge
Y = SZ oùS = diag(t2, t, 1, 1). On obtient alors le système

dZ

dt
= C(t)Z où C(t) = 1

t9


−2 t8 0 3 0

3 −3 t5 − t8 3 t4 −3 t4

0 3 3t5 0

3 t7 3 t6 0 −3 t5


dont le rang de Poincaré est bien égal à 8.

La matrice de têteC0 =


0 0 3 0

3 0 0 0

0 3 0 0

0 0 0 0

 est non nilpotente et admet les valeurs

propres distinctes 0, 3, 3j et 3j2 (oùj3 = 1). Le système peut donc être découplé en
4 équations scalaires.

On obtient les invariants formelse1/x et
1

t
e−3/(8t8)−1/(4t4) pour chacune des trois

déterminationst = x1/3, t = jx1/3 et t = j2x1/3 d’une racine cubique dex. Une
solution fondamentale formelle s’écrit alors sous la forme

Ŷ (x) = F̂ (x)

[
e1/x 0

0 xJ UeQ(1/x)

]
où F̂ (x) est une série méromorphe formelle enx,

J = −1

3

1 0 0
0 1/3 0
0 0 2/3

 ,
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U =
1 1 1

1 j j2

1 j2 j4


et

Q(1/x) =
q(1/x) 0

0 q(1/(jx)) 0
0 0 q(1/(j2x))


avec q

(1

x

)
= − 3

8x8/3 − 1

4x4/3 .

5.3 Vecteur cyclique

Certains des algorithmes que nous proposons utilisent une méthode dite «de vecteur
cyclique». Rappelons brièvement en quoi elle consiste et comment la mener à bien.

Étant donné un système différentiel∂Y = AY à coefficients dans un corps dif-
férentiel(K, ∂) on se propose de mettre ce système sous forme compagnon à l’aide
de transformations de jauge surK. On pourra alors identifier le système à l’équa-
tion différentielle dont il est le compagnon. Plusieurs réponses algorithmiques ont été
données à ce problème, d’abord par Cope sous l’hypothèse queK soit un corps de
fonctions, puis, sous des hypothèses plus générales, par P. Deligne, N. Katz,. . .

Il existe plusieurs variantes algorithmiques de cette méthode ; en voici une ([B93]).

On choisity = �Y où� = [λ1, . . . , λn] ∈ Kn une forme linéaire en les compo-
santesy1, . . . , yn deY . Compte tenu de la relation∂Y = AY les dérivées successives
dey sont, elles aussi, des formes linéaires en les composantesy1, . . . , yn deY soit

∂jy = �jY (5)

où les matrices lignes�j sont définies de proche en proche par les relations�j =
∂�j−1 + �j−1A à partir de�0 = A.

La méthode du vecteur cyclique consiste à chercher la relation linéaire d’ordre mi-
nimal satisfaite pary et ses formes dérivées successives. On obtient ainsi une équation
différentielle d’ordre au plusn en l’inconnuey

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · · + a0y = 0. (6)

Si celle-ci est d’ordren on dit que� estun vecteur cycliquepour le système∂Y = AY .

En posantZ =


y

∂y
...

∂n−1y

 les relations (5) ci-dessus s’écriventZ = PY où la

matriceP a pour lignes successives�0, �1, . . . , �n−1. Le vecteur� est cyclique si
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et seulement si la matriceP est inversible.Z vérifie alors un système∂Z = BZ, où
B = ∂P .P −1 +PAP −1, qui n’est autre que le système compagnon de l’équation (6).
Remarquons, en particulier, que l’ensemble des vecteurs cycliques est dense dansKn.

On trouvera une implantation enmaple de cet algorithme, y compris lorsque le
vecteur n’est pas cyclique, dans [BCL].
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