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I. INTRODUCTI ON

Une partition binaire de 1l’entier naturel n est une
partition de n dont les sommanis sont des puissances de deux; par
exemple, 5 a quatre partitions binaires qgui sont 1+1+1+1+1,
1+1+]1+2, 1+2+2, 1+4. Nous notons blnd le nombre de partitions
binaires de 1’entier n C(donc bCS) = 4. C'est aussi le nombre de
mots ¢ = o, @, 9 -..0 Sur m+ =N N {0> tels que ¢, = n et, pour

z 3
tout i e [1,k-11, Ol 2z Eat

Voici les premiéres ;;leurs de cette suite;
n o 1 2 3 4 S &) 7 8 g 10
bCn> 1 1 F= 2 4 4 s 6 10 10 14
Il est bien connu gque la suite Can))nem vérifie la relation
de récurrence suivante:
bC2n+ld = b{Zn) pour n = 0O,

BC2n) = blEn-2> + bI(nd pour n 2 1, et bl0d = 1.

Nous nous intéressons a cette suite réduite modulec une
puissance de deux, disons 2%, Par exemple les wvaleurs de b{Z2n3

modulo 8 pour n = 0O , ., .286 sont:

12462642464 20245204262454240620424042024 04246204 2062462642404 26246
CE4 262484240264 26246264 2464262464 2402042464262402642624642462642
484262464 2462642624 626424B84 2624042408264 2464262462642624642462642
B2462642404262462042624642462642464262464246264202462642464262468
CE426246842462642B24 62842454 28246424682642464262462642624642462642
BE4GEB4 2464206246264 262464246264 246426246424 6264262468264 246426246
42462642464 2624628426245424626424642624 6424 6264262462684 246428246
CE426240424 626420246264 2404 2624684246264 2404 26246264 2624654 2462642
4. ..

Une légére attention montre gque cette suite n’est pas

structurée au hasard. Précisément elle est Z-automatique et

engendrée par le Z2-automate 38 que voici:

(:) 0,1




Expliquons ce gque cela signifie : pour calculer la valeur
pour l’entier n de la suite {3 engendrée par le Z2-automate, nous
écrivons n en numération binaire Cce qui nous fournit un mot §®
sur {0,12>) et, partant de l’état initial » hous sulvons les
fléches indexées par les bits de n en commencant par les bits de
poids faible (l1’automate est "a lecture inverse'); nous arrivons

ainsi a4 un ¢tat od nous trouvons la valeur £Cnd. Par exemple pour

n =11, nous avons le moet B = 1011 (11 = 8+2+13 et nous trouvons
3110 = B,

Vérifions que cette automate convient: pour n = 0, c’est
évident; pour n# ¢, B = wl o* y avec w & {0,1}* et k € N, et

nous regardons les différentes configurations possibles; nous

avons bescoin de considérer d = fwl1 Cle nombre d'occurrences du
chiffre 1 dans le mot wl. Dans chaque case, nous donnons
successivement les wvaleurs de f3(2n+£d, A 2n-22 et HAnd (e = 0 ou
12:
d pair d impair

k pair e 6 4 E 2 4

k impair| 4 &2 2 4 658 65
Nous avons bien dans tous les cas Ban+ted = plan-20 + /Blnd

modulo 8.

Pour montrer gque ce résultat est général, il est naturel de
s’'appuyer d’une part sur 1’équation foncticnnelle vérifiée par la

série génératrice de la suite Can)Dn BCz) =1 b z" =

e’

) neiN
n 1 zh a savoir (1 - zdBC(z> = BCZZD. et d'autre part sur le
ke 1 - =z
beau théoréme de Christol, Kamae, Mendés-France et Rauzy : st
Cun) est une suite 4 waleurs dans un corps fint Fq g =p", p
premier?, la série formelle wisd? = ¥ u 2" est algébrigue sur
neiN

Fq(z) st et seulement st Cuh) est p-automatigue. En effet, pour

f e Fq{[zll, £ez = rczd% et une équation algébrique est la méme
d i
chose qu’une équation de Malher ﬁz&(zbf(zq) = bl=z).
L=0
Cependant nous utilisons l1®’anneau Z/ENZ. qui ezt rarement un
corps, et nous sommes donc amené A étudier les suites

automatiques a valeurs dans un anneau commutatif. Ce travail est



organisé comme suit.

Dans la partie II, nous étudions les g-machines et, apreés
avoir énoncé un bon nombre de banalités, nous montrons comment
reconnalitre que deux machines définissent le méme module de
suites automatiques sur un anneau donné.

En III, nous considérons les équations de Malher et nous
indiquons comment on peut les résoudre, ou plus précisément
comment déterminer la dimension de 1’espace des solutions et
calculer les solutions A une précision arbitraire.

Dans les paragraphes IV et V, nous ¢étendens le théoréme de
Christol, Kamae, Rauzy et Mendés-France au cas ou les suites
considérées sont a valeurs dans un anneau commutatif., Cependant
nous n'obtenons pas une égquivalence.

Dans la partie VI, nous appliquons deux critéres donnés en V
pour reconnaitre gqu’une suite & valeurs dans un anneau est
automatique. En particulier, nous concluons que la suite du
nombre de partitions binaires réduite moduleo une puissance de 2
est 2~automatique et nous adjoignons quel ques exempl es

similaires.



II. Les g-automates

Dans tout ce qui suit q est un entier supérieur ou égal a
deux et nous notons [gl l’intervalle [0,g-1] de IN. Au besocin,
nous désignerons par [qgl + l1’intervalle [1,g9-11.

Si n est un entier naturel, nous lui associons le mot sur

N .
[gl, fi, gqu’'est son écriture en base gq. Précisément si n =71 r'iq".
=0
avec r & {g) pour tout i et r. ® o, K= T Tl € [q]* CH est
»
le mot vide, i n = Q). Dans l'autre sens si w = rN. ..T T e [g])
N .
nous posons w = Y r_q" CrN peut &tre nuld,
b4 L=° 1
IT.1. Les g-machines
IT.1.a. Cbhjets

Une g-machine M = CJ".CLr},iD est la donnée d’'un ensemble
fini 7, appelé ensemble des états, d’une famille d’applications
t,r Cr € [gql2 de 5 dans lui-mé&me, les applications de
transition,et d’un point initial i e »~.

Nous employons le mot machine car, dans 1’étude des suites
automatiques, l'automate comprend classiquement une application
de sortie a valeurs dans un certain alphabet, ce gque nous ne
fixons pas pour l’instant. Cependant il s agit bien d’un automate
au sens d’Eilenberg [Eil.p.12], les états terminaux #£tant ici

implicites: ce sont les états qui s'écrivent tr oA..ntr °tr Cio
N 2 1
avec r # O comme nous allons le veoir. De plus notre terminologie

respecte bien celle d’Eilenberg [Eil. p. 2661].

Nous représenterons une g-machine de la fagon suivante: les
états seront des O 1’état initial i é&tant indiqué par une

fléche L; 1’application de transition tr sera matérialisée par

des fléches indexées par r. Par exemple L 1
la 2-machine M usuellement associé a la O : ﬁ( )
suite de Thue-Morse sera figuré comme

. O 0
ci-contre,



Pour alléger les notations l’application tr sera simplement
notée r, ce gui ne créera pas de ceonfusion. Ainsi les composées
d’applications tr apparaissent comme des mots sur [gl et 1l'image

k3
par w =r ...rr e [g) d'un état s, t_  o...et_ et (52, est
N 2 1 L. r, T,
notée w.s. Toujours pour abréger, nous parlerons de la

machine M = (J,1i2.

Les é&tats accessibles de M sont les élémenis de [q]*.i
Cl'orbite du point initial sous l'action du monoide qu*) et
l*ensemble des eétats terminaux de WM, que nous hoterons
généralement 7, est constituée des f.i avec n entier Cou encore
de i et des (r EqE*).i avec r = 1,...,g-1D.

Dans la machine

. ,‘.,.sﬂ-f—"‘"_Q'—__""‘
e wlls . 0
'_\ /—'ﬁ,
mods O
1 1

b4

v z
0,1 O C )]
o1 0,1

tous les &tats sont accessibles (ce sera en fait le cas dans tous
les exemples gue nous rencontrerons) et les états terminaux sont

i, x, Y et =z.
I1.1.b. Morphismes

Soient M= C(F,i2 et WM = (F',1°D deux g-machines; un
morphisme strict de M dans M est une application (1 — F° qui
vérifie uCid> = i* et qui “commute" avec les applications de
transition: pour tout r de [ql et tout s de #, plr.sd = r.ulsd.

Par exemple voici un morphisme strict de la machine :Be sur

la machine .3‘, matérialisé par les fléches en pointillé:



- -

.
~ e mmeae o
-

Si o A1) —— (FP’,17) est un morphisme strict, nous avons

pour, w € [ql* et s € F, ulw.sd = w.p(sd. J1 en résulte que la

accessible) de (X,i0 a pour image la
accessibled de (F',1’2. En effet un &tat
= f.i" gui

partie terminale (resp.

partie terminale Cresp.
terminal de (5,12 s’écrit H.i et a pour image u(H.12

est un état terminal et, inversement, un £tat terminal de (F°.17D

s’écrit f.i" et est 1’image de fH.i. De méme pour les é&états

accessibles. [Eilenberg vol. A p. 42]

Dans tout ce qui =suit, nous Ltravaillons en fait A

isomorphisme strict prés, c’est & dire au “renommage"” prés des

états de la g-machine utilisée.

La notion de morphisme strict est trop forte, c’est pourquoi

nous définissons un morphisme de M dans M comme une application

P ——s P’ telle que, pour tout entier n, CR.1> = [.i'. Le
raisonnement faitl pour les morphismes stricts montre qu'ici aussi

1’image de la partie terminale de M est la partie terminale de

‘M’
les trois 2-machines suivantes sont isomorphes:

e

Par exemple,




S
Nous reviendrons au paragraphe Ilvﬁt Sur la notion

d’isomorphisme.

I1.2. Le module des suites reconnues par une g-machine
I1.2. a. Les g-autcmates

Scit A un anneau commutatif Cnon réduit & <022, M une
g-machine et n: ¥ — A une application dite de sortie . Le couple
g = CAHM, D est un g-automate [CKMRILALLZL.

Au g-automate & = (M, 7D nous associons la suite d’éléments
de A de terme général nCH. 12 et la série formelle

fCMR,m,2) = T aCH.id 27. Une telle série formelle sera dite
nZo
reconnue par la g-machine M.

L i
Prenons la machine £ = (:FG‘“—ja'IJ’CD & ., A =2, et =

définie par nCid =1 et wnCad = -1, nous obtenons la série

¥Czd =1 C—1}ﬂ°g NZ" con log est le logarithme de base deux
nZo

avec log O = 0D, car la machine compte la pariteé du nombre de bit

de l’entier utilisé.



I1I.2.b. Série générigque

Si nous considérons en particulier 1’anneau de polynémes
Z [X} et si 7 est l'injection naturelle de F dans Z [F), nous

obtenons la série g‘MCz) = YT H.i z", que nous appelons la série
nZo
générique de M. Ceci est justifié par le fait que si nous avons

une sortie n:¥ — A, elle s’étend en un morphisme d’anneaux

2L P1IL21] — Allzll et fCM A, 1,22 = anJHCzD).

D'ailleurs ceci montre gque l’ensemble des séries formelles
de Allz]l] reconnues par M a une structure de A-module libre

isomorphe a &y. ou J désigne l'ensemble des états terminaux.

1.’ i somorphisme est fourni par l'application lin&éaire
&f/ﬁf\:f‘ E.% A‘T——-—-—t AlL=11 . Nous désignercns par <A,A> ce A-modul e.
T p—r 7C ngzDD

A titre d’exemple, prenons la 2-machine du pliage de papier:

1) [0 1 <i,b,cd
et 1’anneau Z. Avec les trois vecteurs (O],!l1] et (1| de 2 77"

o o 1

Cnous prenons i < b € ¢l), nous obtenons trois sorties, qui
2 -1 24 1
fournissent une base de <PP,Z2>: ( [ =z , ~ 2.
nZo 1 -= 1 - =z

Remarque: Dars tous les cas, [Cz) = 1 est dans <A, A>.

1 - =
I1.2.c. Foncteurs

Si nous avons un morphisme de g-machines pt: M — M et si

f = YL acH.i’d 2" e Alz) est reconnue par M grace a
n=o
l’application de sortie n’, elle est évidemment reconnue par M en
utilisant 1’application de sortie mtep: £ = § m’op(i. i3 z". Ceci
nZ0



définit un morphisme de A-modules <, A<M ,A> — <HMLR>, qui

n‘est rien d’autre que aﬂs‘? — A‘T . 8i u est surjectif Cce qui

T —r A7 ol
est le cas pour un morphisme strict si les deux machines n’ont

que des é&tats accessibles), <u,A> est injectif. De plus, il est

clair que <veu,A> = <u,A><y,A> pour deux morphismes u et v.

Au lieu de changer de machine, nous pouvons changer d'anneau
par un morphisme d’anneaux ¢:A — A’; nous avons alors une
application semi-linéaire (relative a ¢J, M, CMA> — <MA'S
aver <My olM, > = <M, ped>, si ¢ et yp sont deux morphismes

d’anneaux commutatifs.

En résumé,nous avons censtruit un bifoncteur <.,.> de
g-M x Ann dans £, ol gq-M (resp. Han, IO désigne la catégorie des
g-machines Cresp. des anneaux commutatifs, des modules libres de
type fini2>, et qui est contravariant en sa premiére variable et

covariant en la deuxiéme.

3
il ,4/ Isomorphisme de g-machines

Soit M une g-machine; la série générique I u peut é&tre vue
comme le foncteur qui fait passer d’un anneau A au medule <M, A,
Deux questions se posent naturellement: la connaissance de <M,A>
pour un anneau donné & détermine-t-elle an’? Dans gquelle mesure

est il possible de retrouver M connaissant an’?

Proposition: L'arnneau R n'étant pas réduit & zére, le

A-module <M,R> détermine le forcteur <M,.>.

dém: En effet, soit C ekD i<k<n UNC base de <M,A>. Chaque e,
détermine une partition de N : si e =1 cnzn. le morceau
nZo

d’indice a € & est constitué des indices n tels que c égale a et

comme la suite Ccn) ne prend gu’un nombre fini de valeurs, il n'y

A



a qu'un nombre fini de blocs. Nous considérons la borne

supérieure de ces partitions (ie la partition la moins fine plus

fine gque ces N partitions; ses blocs sont les intersections non

vides de N blocs, un par partition); elle n’a gqu’un nombre fini

de blocs ﬁ:. c e (?“; a '"renommage'" prés la série génédrigque est
Lal

B Bt z oU ﬁi désigne le bloc auguel appartient l’entier n.m

nZo n n

Venons en 3 la seconde question.

La notion d’'isomorphisme définie plus haut n’est rien
d'autre que l’égalité des séries générigques assocides. La série
générique =" détermine la classe d'isomorphisme de M4 Mais comme
nous 1’avans vu deux machines isomor phes ne sont pas
nécessairement strictement isomorphes, donc la donnée de g, ne
détermine pas M.

Nous pourrions cependant espérer que, dans la classe
d’isomorphisme de M, il existe une machine plus simple que les
autres. Un bon candidat semble é&tre la machine naturellement
associée a =g :’.‘lle a pour ensemble d’états 1l'orbite de g, Sous
l'action de [gl munie de l’action induite et l'état initial est

9w
M
Cependant si nous prenons la 2-machine

O
Yo T 1\\1 6]
covox\bo b

1’crbite de 9 4 comporte huit &léments et nous obtenons la
B

Z-machine suivante gqui n'est pas minimale en nombre d’états dans
sa classe:

9: [») gei—i-&

Q
N

Q& ODO Ogd,h‘.-&
. "/’a& 3
A
OQO

3&-&{— “

Ao



Qui plus est, il peut y avoir plusieurs g-machines minimales
{en nombre d’étatsd. Par exemple Jgi ot J%z sont isomorphes et

minimales dans leur classe mais non strictement isomorphes:

Il n’y a donc pas, a priori, de représentant privileégie dans
la classe d’isomorphisme d’une machine. Ou plutdt il y a un
représentant privilégié, mais le seul probléme est que ce n’est
pas une machine!

Etendons en effet la catégorie des g-machines en acceptant
que l’ensemble des états soit infini C(nous dirons dans un tel cas
gue nous avons une machine infinied. Il y a alors une g-machine
dont toutes les auitres sont images par un meorphisme strict: le
monol de [q]* muni de l'action par translation a gauche C(nous ne
considérons que des machines dont tous les etats sont
accessibles).

T M= C(F,1) est une g-machine, toutes les machines de sa
classe sont images par un morphisme strict de la machine infinie

-~ k

* ~ ~ .
M=1q]l ~ , o0 ~ est la congruence définie par O n -~ 0l m ssi

B.i = Mm.i et Kk =1 pour n, m, k et 1 entiers. Nous pouvons dire
que M est la borne supérieure de la classe de M (la machine Mi

est plus grande gue la machine A% s’il existe un morphisme strict

2%



de .Mi sur Jl'lz).

Qui plus est, si M et M sont deux machines isomorphes, il
existe une bijection o entre leurs parties terminales 7 et 77,
gui apparait comme une restriction de morphisme strict;
précisément, pour r € [q]+ = IgIN{0> et s € 7, olr.s2 = r.oCsd.
Ceci nous permet d’identifier 7 & ]1’ensemble des terminaux de M.

Nous pouvons alors écrire 3" = O*.J"‘ Cet tLout <&lément de 3’
s’écrit d’une fagon unique Ok.s avec k e N et = € 72. De plus, en
posant ;!COk.s) = Ok.s (le premier "." concerne :ﬂ et le second 4D
nous définisscons un morphisme strict de 31 sur M, qgque nous

qualifierons de canonique.

Cette notion de borne supérieure va nous permettre d’étudier

le probléme suivant: pouvons nous trouver un entier M tel que la

M-1
connaissance de la somme partielle YT.5.i1 z détermine la série
n=aQ
générique g (z> = Y RH.i z" 7
M >
n=0

Remarquons tout de suite que si nous n’imposons pas de
limite au nombre d’'états de la machine, il n’y a pas d’espoir de

sclution. Par exemple pour les deux Z2-machines

o

les deux séries génériques g, et P colncident modulo z2
N

Proposition: Solt M = (X, 10, wune g-machine ayant au
aN-1

plus N é&tals. La somme partielle YR z" détermine
n=a

T plus précisément nous pouvons, conndaissant cette

somme partielle, consiruire une g-mnachine Cayant au

plus N statsd isomorphe a M.

4



o~

dém: Soit 7 la partie terminale de M, M = (F,10 la borne

-~ ~
supérieure de la classe de M et y: M —> M le morphisme strict
q3
canoni que. Pour o = s 5 e 7 +C[q] désigne toujours
r rE[qJ_r +
[qi1~{03>, nous posons XCad = fn r . s Cprécisons gue r t s
retql
+
désigne l’ensemble des états s’'de M tels gue r.s' = s2. Les XCeO

forment une partition de .;’

La connaissance des n#.i pour O £ n < g ' nous permet de
déterminer les é&tats terminaux: en effet dans le graphe gqu’est M,
il existe pour tout sommet s un chemin de i & s de longueur
inférieure ou égale N-1, puisque #¥ < N. En poursuivant jusgu’a
qN* 1, nous obtenons les images des #&tats terminaux par les
applications 1 < [q]+. Ceci nous permet de ranger les états
terminaux dans les XCa) C(gridce A& la restriction de morphisme
strict entre M et :ﬂ, signalée plus hautd.

Ensuite pour un état terminal fixé, s, nous considérons les
s, = Ok.s et plus précisément la séguence s = ;Cs). ;CS‘D.

K
pCsN). Comme #¥ < N, il y a au moins deux €léments égaux dans ces

-~ 3%

N+1 #&tats et la suite Cquk))k>o Cdont 1’image est l'orbite O .s
dans 2 est péricdique & partiir d’'un certain rang, rs,inférieur
ou &gal & N-1, avec une péricde, TS, inférieure ou égale a N

Cnous avons méme r + T = NJ.
e 8

En fait nous ne conpaissons pas la suite C;Cskl))kzo. Par
contre, nous pouvons déterminer la séguence cakDOEkSN s ou
Sy = XCak). Pour cela nous considérons les r O.s, r € [q]+
O £k £ N, ce qui nécessite, a priori, de connaitre les n.i avec
C £ n < qu, puisque nous savons que s = w.i avec [w| £ N-1.

La suite Cc>tk)k2';l vérifie la méme Eropriété de péricdicité

que la suite C skDD , car Y] est un mor phisme

kZo
strict. (Cependant sa période ts est en général un sous—-multiple
de TE.) Pour déterminer complétement la suite Cak)k:_o, il nous
suffit de la calculer jusqu’au rang 2N, ce gqui suppose, a

priori, de connaitre les R.i pour 0 < n < an.

Avant déterminé T Cou un minorant?> et 'c.a « nNous identifions
r + k r+1

dans # O ° .s et © ® s si k et 1 sont congrus modulo ts. Le

”~

passage au quotient nous fournit un morphisme strict de M sur une

10

A



g-machine M' (car deux éléments ldentifiés sont dans le méme
¥Cad>. Cette machine a au plus NZ états, puisque 27 = N et
r, + ta = N.

Pour les deux machines M et M, nous avons une inclusion du
module des séries reconnues dans celui correspondant a :ﬂ, parce
que nous avons un morphisme strict de 31 sur l’une comme sur
l'autre. Mais les +trois machines ont le méme ensemble de
terminaux et les dimensions des modules sont les mémes, ce gui
fait gue les Lrois machines sont isomorphes.

Nous avons donc obtenu une g-machine isomorphe a4 M. (Mais il

n'y a aucune raison gu'elle lui soit strictement isomorphe.lm

Exemple: Pour éclairer notre démonstration, wvoici un exemple

simple. Nous preneons la 3-machine

,»'*\CD/ ° ’locwz’

oL

3 Cad

< i
,/'?oi T e
L &é/-—vgf?/g,

[
— o

Fal

nous en tirons & Cincompleéte bien entendud:

[ intte o 18] ' T ]
i
{ -
W la
['r‘f‘u\r\l-‘.a C {'&1
! a
WAl J@'?
7@ oL
4
Si nous considérons l1'état d4d, la suite Cak) associée est, avec
XCo0 =1 anata, X =t1ttdnzta, A =1tanrmzty
et XC& =1t anzatli, Saapsrocffroc3By.... Ceci nous améne a

identifier dﬁ et d1' Nous procédons de méme pour i et a, et nous

obtencons la 3-machine a4 seize étatls

11
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- “.;-."‘t‘_‘ﬂ
i g f‘ s " Y *

[T e "

’ s 3 6 —2 .

® i ¢ A

[ . AR A NP,

’ .

* ' .or":oo-)—

[ ] »

. *

* S .

L) '

[ ] .

i 4

=z = i
Théoréme: Soient M et M deux g-machines ayanl
respectivement N et N’ états. Notons M le maximun de N
et N'. Alors M et M sont isomorphes ssi leurs séries
générigues sont égales (& “renomnage” pres? modulo 22", |
|
dém: Ceci est bien clair. Remarquons simplement que nous

ocbtenons le "'renommage" en écrivant les séries jusgu’au rang M-1
et en comparant les termes de méme indice. 5i nous ne trouvons
pas une bijection, il est inutile de continuer: les deux machines
ne sont pas isomorphes. Drailleurs cecil nous fournit une

Cévidente) condition nécessaire d’isomorphisme.

Remar quei Le résultat obtenu est satisfaisant dans la mesure
ot il nous fournit une procédure effective pour comparer deux
machines. Cependant nous n’avons pas répondu a la question plus
générale suivante: si une suite automatique est reconnue par une
g-machine & N états, jusqu’'a gquel rang faut il connaitre cette
suite pour qu’elle soit entiérement déterminée? Notre résultat ne
fournit une sclution qu’ avec 1 'hypothése supplémentaire:
l*application de sortie est injective. _

Ceci dit la gquestion ne nous parait pas reéellement
intéressante, parce qu’étant donnée une suite automatique nous ne
savons pas a priori majorer le nombre d’états d’un automate

minimal qui la définit.
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IT.4. Rappel des résultats antérieurs

La notion de suite automatique a &té définie par Alan Cobham
{Cob 7281. Les suites gqu’il wutilise sonmt a wvalesurs dans un
alphabet U (il n’y a donc pas de notions algébriques). A nos yeux
son travail consiste A montrer l’équivalencgqbun mode de
génération “mécaniste"” et un mode génération “topologique" des
suites g-automatiques.

l.a méthode mécaniste est celle que nous venons d’exposer:
notre série générique correspond a sa "state sequence" et la
suite définie par l’application de sortie n (qui est représentée
par une partition) est ce qu’il nomme “"soriing sequence".

La méthode topologique consiste & considérer une application
zap d’un alphabet ¥ dans l’alphabet U, une application h de ¥
dans I% et une lettre o tel gque h(eo) débute par ¢. L'application
h s'étend en un morphisme de ﬂ* Cet une application de Emj et la
sulte ChnCoDDnem converge vers un mot infini w qui apparait comme
un point fixe de h. La suite g-automatique est l’image de w par
zap.

A dire vrai, nous n’'utiliserons pas cetite équivalence.

G. Christel, T. Kamae, M. Mendés-France et G. Rauzy [CKMR
B0l ont montrég gue 1’on pouvait aussi définir des suites
automatiques par un mode de génération "algébrique™: une suite a
valeurs dans un corps fini Fq est g-automatique si et sesulement
5i sa série génédratrice est algébrique sur Fqu).

Il s’agit 1a du théorgme que nous avons cité dans
1’introduction. Notez que c’est le méme entier g, qui est le
cardinal du corps et la base du systéme de numération utilise.
Notre but est d’étendre ce résultat au cas d’'un anneau. Comme le
lecteur le verra dans IV et V , nous adapterons pour ce
faire les démonstrations de [CKMR3I,

En particulier, nous utiliserons l'action 4du moncide [q3*

sur le A-module Al[z]) définie par r. Pf z" = Er z"  pour
nZo | nzo T
r €« gl et £ € &l[z11, car Cfn) est g-automatique ssi 1’orbite de

f sous cette action est finie. En effet Cfn3 est g-automatique
ssi les socus-ensembles de N de la forme {n/fh = a), a € A, sont

g-reconnhaissables d'ou ]l eéquivalence d’aprés [Eil. vol A p. 1071.
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II7T. L’algébre de Malher

Seit & un anneau commutatif et g un entier supédrieur ou &gal
3 deux; dans le A-module Allzl] nous considerons l "opérateur de

Malher d’indice g, noté Mq ou M, défini par MfCzD = rez%.
I11.1. Definition

Rappelons d’abord que, dans un anneau commutatif A, un
élément a est régulier ou simplifiable si, pour x dans A, ax = O
implique x = 0. L’ensemble des éleéements réguliers est stable par
multiplication, ce gui permet de définir 1’anneau total des
fractions de A comme l’anneau des fractions a-sb, ou a et b sont
&léments de A et b est un élément régulier. lLes é&léments a de A
s’identifie aux fractions a~- 1.

Si nous prencns 1’anneau &[[zl}, les eléments réeguliers sont

.o s - ™ .
les zéries formelles Y a =z avec a_ régulier dans & et l'anneau
T m
nZn l ‘O
]

total des fractions, gque nous allons noter F, est constitue des

- z"
™
> t
séries de Laurent =ls avec les a et b dans A, b atant
n

kgl 12} g}
T bn Z o}

mZm

régulier. Dans le cas particulier ou A est un corps, [F est
simplement le corps des séries de Laurent ACCz2D.

Dans F nous pouvens considérer le sous-anneau R des
fractions pCzd-/gCzd ou pCzd, qlzd € Alzl, le polynGme gqCz2> étant
régulier dans Alfz]ll C(ie son terme de plus bas degre a un
coefficient reégulier>. L'anneau F a une structure de [R-module.
Nous appelons B la sous—algebre de E‘.nd[RC[FD engendrée par les
opérateurs de multiplication X, Ca €« B et 1’opérateur de Malher
M. Comme la sous-algébre engendrée par les o est isomorphe a R,
nous noterons a au lieu de o et nous avons donc B = R [M] avec,
pour a € R, M a = (Ma> M, ou plus clairement M o X =X, e

Grace A cette derniére relation, tout élément de B s'écrit

Te M. oo
k=0
nous avons une relation de dépendance lin€aire non triviale

L € R. De plus cette dcriture est unique. En effet si

17



K
k

=N M" = O, quitte a reduire les ¢, au méme dénominateur. nous
k=o
pouvons supposer gue, pour tout k, €, € A [z}, Soit alors

m+4 .

m = max deg c,> nous prenons f =z et nous écrivons
K k

=N Mkf = 0, ce gui nous donne la nullité des S
k=0

Ceci nous permet de parler du degré par rappeort a8 M d’un
&elément. F de [B, que nous noterons deguF. Il a toutes les

propriélés usuelles et B est une A-algébre uniférse non

commutative.
II1.2. Arithmétique
Proposition: Sotent A et B deux éléments de B avec E

de coefficient dominant régulier, Il existe wun unigue
couple C(Q,R> d’éléments de B vérifiant 4 = QB + R avec
= < .

R 0 ou de-gMR deguB

dém: Nous employons l’algorithme de la division euclidienne des
polyndmes & la non commutativité preés.

Plus précisément si A=aM + ... +a,B=bM + ... +b

n o] ™m o

avec a_ et bm non nuls, bm régulier et n > m, nous posons

Q = Ca_ CMh_mbm)-1D M, puis R =A - QB, etc... A chaque

étape nous divisons par un _Mkbm, gui est un élément régulier

comme b , et donc inversible dans R,
m

Corollaire: Sotent A et B deux é&léments de Al=z,M?
avec B de coefficient dominant b régulier dans Alfzl],
il existe wun couple (Q.,R> d’éléments de A [z,M! et un
polyndme ¢ de Alzl régulier dans Afllzll (par exemple

[+
c =1 Hkb si g = deguﬁl -~ deg“B > 02 tel Qque
k=0

cA = QB + cR quvec R = 0 ou deguR < deguB.

X
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dém: Cn effectus la division dans [F, puis on chasse les
dénominateurs en multipliant par un diviseur du polynédme c

indiqué.

Supposons gue llanneau utiliseé est un corps commutatif K.

Ceci nous permet de développer l’aritmétique de B comme on
le fait wususllement dans un anneau euclidien. Le seul point
délicat est que les résultats sont unilatéraux. Plus précisément
A|B est défini par 3 Q, B = QA et nous obtenons les résultats

suivants, par les démonstrations classigues.

Théoréme: Les ideéeaux de B sont de lta jforme [BA, ou
A e B.

Soient A et B deux éléments non nuls de B et
D leur pgcd, alors il existe U et V dans B tels gue
UA + VB = D,

Lralgorithme Jd'Euclide fournit le pgcd et wune

relation de Bezout.

Cependant cecl reste assez théorique car nous ne savons pas

reconnalitre les irréductibles de degr<¢ supérieur ou £gal a 2.

I117. 3. Equations de Malher linéaires

Nous dirons qu’une série formelle f vérifie une équation de
Mal her linéaire d’ordre N s’il existe co,c1,....cN,b des
polyndmes & coefficients dans A, Sy étant non nul , tels que
e 2> + ¢ (zOMFCzd + ... + ¢ (2dDMfC2z> = blzD.

Nous supposons pour l'instant gue l’'anneau commutatif A est

un corps K.

Avec cette hypoth#se, les solutions des équations d'ordre O

sont les fractions rationnelles.



oL Equations du premier ordre.

Pour disposer d’une notation assez concise, nous posons,

pour a € K{zD, {alo =1 et [a]n = ta]w_ M*a si nza1, puis
[a]co = 1lim [a) =7 Mka; cette derniére notation n’a de sens gue
n->0m " ko
si la wvaluation de a, wla), est nulle et acCc0) = 1. Nous
l1'étendons au cas ou alzd) = zm—”ﬂxz) avec bC(O> =1 par 1la
[al
convention [a)l] = 24£b3 . Nous avons alors [a] = — % pour
[s o] w n Mn[a]
o

n 2z 0.

Nous cherchons dans KC{z2) les sclutions d’une équation de

Malher lindaire du premier ordre.

Nous commengons par le cas d’une égquation homogéne Mf = af,
a  KCzd.
lLe cas a = 0 est immédiat: M est injective.

Nous supposcons donc a # 0O et, comme le probléme est de
trouver les solutions non nulles, soit f une éventuelle solution
non nulle de Mff = af.

En considérant les valuations dans Mf = af, nous avons
qwlfl = wlad + () (c’est ici gque nous utilisons le fait que K
@st un corps; si nous n’'aviecns pas l’intégrité, nous ne pourrions
écrire qu’une inégalitéd. Nous voyons ainsi gque si wlad n’est pas
un multiple de g-1, 1’¢éguaticon n'a pas de solution différente de
O (remarquez que pour gq = 2, cette condition n’intervient pas).
Supposons que wlad = (g-121 el posons alz> = z“rianz) et
£f(z> = zlgC23 avec olb> = 0O, wlg> = O. En reportant dans
l’équation, nous trouvens gC0d = bC0O) glCO) et donc b(0OD = 1. Si
cette condition est remplie, la détermination de g se fait par la
résolution d’un systéme triangulaire infini, dont la diagonale ne
comporte que des 1, sauf en premiére position od nous avons un O.
Autrement dit toutes les sclutions sont proportionnelles a 1'une
d’entre elles. Or il est clair gue g = 1/[wa convient. m

Nous avons donc obtenu le résulat suivant:



Proposition: Soit a € K{zo, L'éguation de Malher

Mf = af n’ a de sclution non nulle dans KJ{(z220 gue st

acz> = 297ece> avec L eZ et bCO> = 1. Elles
s*écrivent alors f = C/[a]m avec £ e K,
Passohs aux é&équations non homogénes Mf - af +h = 0 avec

a,h € K{z2> et h non nul. Comme nous avons déja résolu l’éguation
homogéne associée, le probléme est de saveoir s'il y a des
solutions et, quand il y en a, d’en trouver une.

Pour a = 0O, l1’équation Mf + h = O n’a de solution que si h
est dans 1l’image de M, ce qui est immédiatement visible.

Si a = 0, écrivons l’éguation sous la forme af = Mf + h et
considérons les valuations (f ne peut pas étre nulle car h n’est
pas nulled: wCad + wlfd 2 minCgwlfd,wlhdd avec égalité =i
qulf) # wlhd., Si wlh) > gw(Cfd, C(gq-10wlf2 = wlad donc wlad est
divisible par g-1 et en reportant dans 1’inégalité
Cg-1dwlhd > gqwlad. Si wlhd < gul{fd, olfd = wlhd - Cad et en
reportant C(g-1dwlhd > qwla2>. Enfin si gwfd = wlh>, wlhd est
divisible par g et wlad + wlf) 2 wlhd d'od wlad Z (g-12uwf> ou
encore qwlal 2z (g-1Jwlhd.

Reprencons maintenant les conditions nécessaires qui viennent

d’apparalitre.

Si Cg-1Jwlhd > quwlad, notons & = (g-12wlhd - quwlad,
aczd = 2z pezd, hezd = 29" xezd, £C2> = gHXmwe gCzd.
Nous obtenons 1'équation normalisde 25 Mg - b g+ k =0 Cavec

n
e M k
&> 0. Elle admet vz 3 7 comme  solution. En
nZ0o n

™
z-qnoxa) Chezd D

remplagant, nous obtenoens f(zd) = F a3
g

nZ0

Si ogulad) 2 (g-12wlhd, il ne peut y avoir de solution que si
wChY) est divisible par q. Si cette condition est remplie, posons

WChd = ql, wfad = Cqe1d1 + &,  aCzd = A 2P0 peos A = O,
1
b{o> = 1>, h{zd = qu %C;ja ki{z> et fCzd = #; cela nous donne
a o
5
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l1"équation normalisdée Mg - A zé g+ k =0 Cx =0, &2z 0. Elle
n*a de selution que si k est dans 1'image de M - X zé.

Pour é&tudier cela, remarquons que l’'équation éguivaut a un
systéme infini d’éguations en les coefficients des séries
formelles et 1'équation correspondant aux termes en z" est, pour
n 54, e - A 9.5 + kn = 0 avec £, gn/q si n est multiple de g
et O sinon. Pour n > N = fﬁ/tq—i)]. n-& > n/g et nous avons un
systéme échelonné comme disent certains. Ils se résoud sans
problémes si nous connaissons g2 -+ r Iy Ainsi les conditions
qui expriment l'existence de soclutions ne portent gque sur les

coefficients d’indice entre O et N.

Considérons l'application induite par M - A z6 de ﬂ([z]N
dans K[z]Nq. En utilisant la base canonigque de KIzl, cette
application linéaire a pour matrice
_ ¢ 1 . . N

opt Cicl g =3, & =7,
N = [&Cg-10F = 4 >
1
1
SN
-A
- 1
~X
. -X
Ng 1

Si 1’on préfére, en notant MN et xé les matirices 4 coefficients
dans K de type [O,NI1x[0O,Ngl) définies par MNCi,j) =1 81 i1 = jg et
Q0 sinon et X6Ci,j3 =1 sii=j + & et O sinon, cette matrice est
[o,Ng)

MN - X xé. Or donc 11 suffit de regarder si le vecteur de K

k = Cko.....qu) est dans le sous—-esSpace engendré par les
vecteurs colonnes de cette matrice pour savoir si 1’équation
proposée possede des solutions. D’ailleurs nous pouvons donner la
dimension de ce sous-espace: la matrice MN - A xé a N+1 colonnes
et les N premigres sont linéairement indépendantes, donc
N = rgCMN - A XéD X N+l1, la différence se faisant sur la derniére
colonne. Le rang est N quand la derniére colonne est nulle c'est
3 dire ssi & est multiple de g-1 et A = 1,

Or donc nous résolvons l’équation CM,N - A Xébg = k par les

méthodes usuelles d'algébre lindaire, puis, s’il y a des



Ng+1

solutions, nous écrivons k =k + = k (k & ﬂ(l'.z]Nq et

k € K[{z]1>. Par le principe des superposition, nous devons

Ng+1 —

résoudre 1l'équation Mg - A z6 g + z k = 0, ce qul nous raméne

au premier cas ¢tudié car Cg-12CNg+1d ~ gbé 2 g& + g-1 - g > O,
puisque N = [&-Cq-127.

Récapitulons les résultats obtenus.

Théoreme: Sotit K un corps commutatlf et
f(qu - alar flad + hi(a2> = 0 une éguation de Malher
ad’inconnue f € K(Ce2> aveec a,h € K22 et h # 0.
S5¢ (g-12wlhd > guwlad, l’éguation admet la soluticn

n
—qh&xa) hez D>

f¢2o> = LT = {aJ“

n=0
i (g-1owlhly £ gulad, l'éguation a des solutions ssi

wCh> est divisible par g et le sysiéme associé (voir

plus haouts de Ng+f dguations en N+f inconnues, auec
wlad wCh>
N=T -
q - 1 @

1, @ des solutions.

Exemple: Considérons 1’équation f£€z7) - z°fCz) + h(z> = 0. 1Ici
g = 3, nous sommes dans le second cas étudié et 1’équation est
déja sous forme réduite; & = 2 et N = [2.(3-12] = 1. Nous devons

d’abord ¢tudier le systéme de rang 1:
fo + ho =0

h =20
P h1 =0 ° Il ne posséde de scolution que si h est de la
[ 2
ha = 0
forme hCzd = o€l - 2D + z* Rtz>. Si tel est le cas, i1 y a une
solution £Cz) = ~a + fCzD et tal est solution de

Fcz® - 2%Fczd + 2* Rezd = 0. Nous appliquons le changement de

fonction inconnue fCzd = zzgc zJ) et nous obtenons 1'équation
2 a - gn_1 o
2z glz™> — glzd + h(zd = 0, qui se résoud en gtzd = § =z M H.
n=Z0
Nous avons donc obtenu la solution particuliére
7
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=

La]
fCzd = -a + T 22 ** MR, D'autre part l1's&quation homogéne

nZ0
associée f£Cz™D - 2’fCzd = 0 a pour sclutions les Cz, C e K.
Finalement les solutions de 1l'équation rcz?y - zszz) + hizd = 0O

n
sont les £f(z) = —a + Cz + § z? ** MR, C e K, si
2 - nZ0
h(zd) = a1 - 22 + 2% h(zd et sinon il n'y en a pas.

Exemple: Necus avens rencontré les équations zé Mg - bg+k =0
et Mg - A 26 g + k = 0. Dans un scuci de symétrie, considérons
l'équation Mg - b g + z¢5 k = 0 avec b et k de valuation nulle et
& > 0. Nous sommes dans le cas "(g-12w(h) > guwlad" et nous posons

e = (g~13&, gCzd = zé glz2, ce gqul nous fournit 1'éguation

R (qn-n & Mk
Z Mg -bg+ k =0 et g = L=z 53 si bBCO> = 1 ou
nZo n

c mn-n & M K
g 7 ———m—— Pz — avec C ¢ K si bCOD = 1.

) [b]

z [bl nZo n
w

3. Equations d'ordre supérieur

Commengons par deux remarques pour ce gqui concerne les

équations de Malher d’ordre N > 1.

DTabord nous savons déja réscudre les équations du type

Mf - af = h, tout simplement parce que M;N = an’ ce qui nous

q
raméne aux £€quations d’ordre 1.

Ensuite, en supposant que [a}00 a un sens (alzd = zm—nkxz)
et bC0) = 13, PCz,M est divisible par M- a ssi
PCz.MD.i/[a}m = 0. D'ailleurs nous avons dans ce cas l’identiteé
remarquable

M - fal = [a) < [:‘T M o+ {:jn_‘u + o -[%1:' M - ad.

Venonhs en au cas général.

Nous allons reprendre les idées utilisdées dans le cas de

l1’ordre 1 pour 1’étude des équations d'ordre N.



Nous nous plagons sur un anneau commutatif A, nous nous

donnons des polynémes Cy 1€ rev 006, Qvec c¢  nOR nul el nous
voulons étudier, au choix,
N
une éguation de Malher homogéns ¥ ckaf = 0,
k=0 N
une équation de Malher avec second membre Y <:‘k)‘l"c F = &Cad
k=0
b estl un polyndmel, ou ce gue nous allons acppeler
N
une éqguation malhérienne ¥, ckMkf = <f.p>,
k=0
avec ¢ une application lingaire de Allzl} dans Alz} dont le novau
contient =<"Arr=17, pour un certain K, autrement dit
K
<f.p> = L fi.bt avec bi. e Al=2 pour i = 0,....K st
o

i=
f€az> = § f =
nZo
Notre but est d'obtenir les solutions de ces éguations dans
A&ll=11.

Nous associcons & chague r € [gql un opérateur linéaire de

Allz]] par r.glzd = Y g 2" si g= YL g z'e ALLz]]. Nous
n2o AT nZo Y;
étendons ensuite cetite notation aux mots de [q)l par composition:
E

rw.g = r.Cw.gd, ie nous avons une action linéaire du monoide [{ql
sur Allzll. Notez que si g = Mh, r.(leh) = Cr.z")h et par
linéarité r.CecMhd = (r.cdDh pour ¢ € Al=zl,

Revenons a nos équations.

Remargquons d’abord gQue nous pouvons supposer <4 # 0. En

effet si ko est le premier indice k tel que c, # O, en appliquant
k :
les mots w e [ql ® aux termes de l'égquation, nous obtenons au

moins une nouvelle équation, qui est du méme type, mails avec
co # 0. Ceci nous fournit une condition nécessaire dque doit
vérifier une soclution de l'égquation proposée. Quand nous aurons
résolu l'équation auxiliaire que nous venons d’ocbtenir, il nous
suffira de réinjecter les soclutions obtenues dans l’équation de

départ, pour vérifier qu’'elles conviennent.

Nous supposons done:

Co est norn nul, et aussi



Lle coefficient de plus bas degré de <, est

tnversible,

Nous appelons cSk la wvaluation du polynéme <, Cla valuation

i
q & — &
de ©C est +uD, Do le maximum, pour i1 =1,...,N, des -—~—-.L—2-——--1'—- et
g -1
de 0O, IIJ1 le "degré” du second membre (le degré de O est -, le
K
degré de <f,¢» = T ftbt est le maximum de K et des degrés des
i=0

btl. Enfin D désigne le maximum de Do et Di.

Théoréme: L'espace des solutions de l'éguation

proposée:
N
équation de Malher ¥ ckﬁkf = &lz2 ou
k=0
™
éguation malhérienns T ckaf = <f,p>
k=0

est déterminé par la résolution des D+f éguations, gui
expriment l'égalité des coefficilents de 2" dans les
deux membres de l'éguation pour n = 0,...,D. 5'il n'est

pas vide, sa dimension est au plus D-—<5°+I.

preuve: Convenons que ft =0 5i Lt n'est pas un entier naturel.
dk .

Si ckCzD = ¥ ckaj. 1'équation qui expr ime l1'eégalite des
=6

k

coefficients de z dans les deux membres de la proposée est

N d
k

L ¥ Cki fn—j =0 pour n > D. CGréce & 11’hypothése n > D,
k=0 J=6k _k

q
nous avons n - 60 > --n——:k‘J— pour k = O, j =z ék et C(k,j> = CO.:SOD,

g
ce qui fait que nous avons un systéme échelonné pour n > D et

comme c_ . est inversible, il posséde une unique sclution si

f ...., T sont déterminés.De plus £ ,..., sont obtenus
o n—éo o D—éo

par la reésclution d'un systéme de D+l équations, d’on

l'affirmation sur la dimension.=

10
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Exemple:t Prenons l'équation

2°rczd - 1+ 20 + 291z + 2%cz® + a1 o+ 201 = o,
Nous avons g = 2, 60 = 2, 61 = 0O, 62 = &, 53 =_¢fh’oﬁ Do = 4 et
E; = -mw, ce& qui donne D = 4. Ecrivons le systéme correspondant a
l’équation pour que l'aimable lecteur voit bien ce qui se passe:

o =20

O =0
oC=f -7fF
c=-f +f
o i
c =20
o= -Ff + f
3
o =71 -2f + f
o a
0 = - f + f
2 5
0 = -~ f ~ f + f
1 " ]
O = - f + f
3 ?
O = f - f - f + f
1 3 5 8
etc...
Nous trouvons donc fCzd = f061 + 2 + fzzz + zang) et g est
solution de 1’'équation
gCzd> - zCl+zlez®gez®d + z¥%cz® + 2¥%c1+2gcz® =
foC1~23—zsmz7) - f2C23+zuﬁ

Nous retrouveons le résultat indigué en remarquant qu’il s’agit
d’une équation de point fixe associdée a une application
contractante. De plus le coefficient de g est un polynOme de

valuation nulle. Ceci est un phénoméne général.

Remarque: JI1 nous reste un cas non traite: celui od le

coefficient de plus bas degré de ¢ , © 5 °* n’est pas inversible.
"o

Supposons que notre anneau A soit un guotient PsCmd d’un anneau

principal. Notre systéme d'éguations apparait comme un systéme de

cCongruences. Nous avons donc un systeme
N d
k
b c . f =a +mu, nz20,
koo o X n-j n n
e X
q

les fh et les u étant les inconnues. Nous pouvons résoudre le

11



systéme compeseé des ¢quations d’indices O 4 K en utilisant la
théorie des facteurs invariants. De plus, pour K assez grand, le
f‘“ de plus petit indice qui apparait dans les éguations de rang

K+1, K+2, etc... est f » ce gqui fait qu'en réscolvant
(K+1—dN}/qN

le systéme jusgqu’'au rang K, nous obtenons les solutions dans A
|'<K+1-dN>/ N ]
modulo =z a

Exemple: Nous prenons dans Z2-.82 1’équation

2 -2z + 2 =z = £f¢25,
nous trouvons f{z> = 0O, 4z+522, 4z° ou 4z+2z® modulo z%, en
résclvant le systéme jusqu'au rang 15 et modulo z'? en allant
Jusqu'au rang 25. Cependant nous ne pouvons pas dire gue cette

équation n'a que ces quatre solutions.

1z
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Iv. Extension de CKMR (Aller>

Le but de ce paragraphe est de montrer gque toute suite
automatique & valeurs dans un anneau commutatif wvérifie une
équation de Malher, c'est A& dire une équation du tLype
COCZD + r:‘CzDMsz) + ... % cNCzDMNfC23 = b(2) ,les <, et b étant
des pol yndmes.

Théoréme: Soit A un anneau commutatilf, g wun entier
= 2, M une g-machine et f € Ailzl] wune série formelle
reconnue par M. Si M a d états accessibles, f vérifie

une dguation de Malher de degré inférieur ou égal & d:
d .
b cLC'z).H"sz) = (22 avec , €y Sy € 2=zl et
i=0

b e Afzl. De plus seul le coefficient b dépend de f, M

et A, les autres ne dépendant gue de M.

Remarque: FPlus précisément, b est l'image de §f par une
applilcation lindaire de <M,A> dans Alz), et f est

solution d'une dguation malhérienne.

dém: Nous notons ¥ 1’ensemble des états accessibles de M et
nous convenons de prolonger par O une application de sortie pour

les états accessibles non terminaux.

Remarquons d’abord qu’il suffit de traiter le cas de 1la

série générigue de WM, gJHCz) = ¥ Hi zn; en effet sl nous
d nZo

prouvons gque EckCz) ng‘MCzD = bzl avec , €, Sy e Zlz] et
k=0

b e dl¥,z2z] et si f € AlL{z}] est reconnue par M en utilisant
l'application de sortie @, il suffit d’appliquer le morphisme

d’anneaux qui prolonge @, M 2[%71{[z)] s Allz)), pour obtenir
d

L ¢, (2> MfC2d = = n(bCzd).
k=0

Quelgque soit 1'anneau commutatif A, le monoide [c;:!,E agit sur
&il=2]1] par r. § fhzn = % fqmrz“ (et nous savons que f e Afl[z])

nZo nZo



2*
est g-automatique ssi son orbite [qgl .f socus cette action est

finied). Prenons A =2 [FX] et [ = Si nous notons g, Ppour

g,
M
& € F, la série de Z [X] reconnug par (*,s2 (ile g, = T H.s z™,
nZo
l’orbite de Iu =9 est directement lidée & 1’ensemble des g, ou

s g 9, la partie accessible [q]*.i de . En effet
0.gia =9, . + s -~ 0O.s et r.g =g _pourr = 1,....,9-1.

Pour éclairer la démonstration, nous allons traiter en méme

temps un exempl e simple; nous prenons la 2-machine

Li a

el tout ce qui concerne cet exemple sera mis

0,1
entre (% et 2.

€% Si e€zd = L=zT' et ez = N g. Lz> = g (2> =
by 1 - = Xx i
n=o a 4
Ci - ad a€zd + a {Cz2> =41 + iz + az” + iz" + az + et 9.~ atl;
O.gi=i+az+a22+azg+az‘+...=i—-a+aC. L

Introduisons maintenant les matrices carrées de type ¥ a
coefficients dans 2 assocides aux applications r € [ql (ces
applications laissent ¥ invariant): Tr = C6e,r.t)¢a,t>e‘Yz'

(» ¥ = {i,ar, 1 < a, T0= [O ©

= 0.
1 1]. Tl—- [{13 ], dans la colonne
d’indice t nous plagons un 1 dans la ligne d’indice s =i g est
l1’image de ¢ par r: s =r.t; ici 0.1 = 0.a = a et pour To nous

Plagons dans les deux colonnes le 1 dans la ligne d’indice a

Remarquons gue ces matrices ont pour propriété remarquable
d’avolir des coefficients égaux 4 O cu 1, avec exactement un 1 par
colonne.

D'ailleurs il en est de méme de leurs composés, gqui sont
aussi des matrices associdées a4 des applications. Précisément nous

noterons T =T ...T la matrice associdée A w=1r_...r € [q]*.
w L r. N o

ce qui prelonge la notation Tr.

Notons G et V les vecteurs lignes CgaD‘e‘rret CS)ger' Les
égaliteés g(zd = § z" r.gsCzq) ie g = Y=z Mg + 5 - C.s
s reiql ® reiql Te®
2

S



pour s e Y, se traduisent par l’écriture matricielle

G = MG BCz) + VA, en notant B(z) = § z" Tr Cc’est une matrice a
r&ef gl
coefficients dans 2{z] 3, MG = CMgs)ee‘V et A = I‘V - 'I‘o Cavec

I“V = Céa,tDCs,ue‘Vz’ la matrice unité de .MCVCZD).

_ = © _ 10
C» BCz2D) = [1 1+z]’ A= [_1 O] D

Par récurrence nous tirons de G = MG BCz2 + VA,

G = MnG F’nCzb + VA Sn_1Cz). pour tout. entier I, en posant

n
PCz> =I_,, S Cz> =0, PCz> =P ¢z B2 et SCz) = ¥ PCzD
[+ ¥ -1 n n-1 n Koo k
<Pn a des coefflcients de degré an-— 12Cg - 12 au plus2.
O P Cz> =1 Pczd = BCz> = (2,0 PCz) =
o {i,a>’ 1 1 1+z])° z
2 z° o
BCz™) BCz> = [1+z+zz 1+z+zz;+23]; PoCz) = I{i.a.}’ sz) =
1i+z O _ 1+z+2 0]
[ 1 8+z]’ A [;Eﬂ-z-!—z2 3+32+zz+za] *
Prenons n successivement égal & 0,1,...,d et multiplions a

gauche par M,  nous obtenons MG = M% Md‘“}"n + AV M""“sn_l

pour 0 2 n =£d. En extrayant ce qui concerne g9, T 9, nous

obtenons 1'égalité G./d. = MdG Q+Cz) + VA RCz), ou G./H. est la matrice
d-r

ligne M gJHCzDD“ao'd], Q+Cz) Cresp. RCz)2 est la matrice de

type C(7,10,d1> & coefficients des polyndSmes de & [z) de degré au
plus qu-l)/Cq - 13 C(resp. qu_"-lb/('.q - 122 dont la c<¢olonne
d'indice n est la colonne d’indice i de Md_nF’n Cresp. Md"nSh__*).

2 zz O
P1Cz J o= [1 1+zz], PzCzD

- ‘ -
Cx d = 2, POCZD I{i,a}'

z® O 1 zz za
[1 2 a] d’og Q+Cz) = [ z]; de méme RC(2D

il

2
+Zz+z 1l+z+z +Z O 1 1+z+z

2 3
1 1+2° 1+42+2 _ _ - _ 2 8
[0 1 2+z+zz]; VA = Ci-a 0>, VA RCz2> = Ci-ad (1 1+2” 1+z+2")

»xD

Considérons maintenant la matrice Q +C z) comme étant une
matrice a4 coefficients des fractions rationnelles de Q(zd, ce qui
nous permet d'appliquer les résultats bien connus sur les

matrices A coefficients dans un corps. Comme Q+Cz) a d lignes et
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d+l colonnes, les colonnes sont lides et il existe une matrice

colonne non nulle CCzy = Ccd_tCzbbt = QCz)m’d] telle

& 0,4]
Q+Cz) CCzd = 0,

zzc1+z:>
Cx CCzD = {-C(l4z+z2"D | O

1

En écrivant G‘MCz) CCzd = MdG Q+Cz) CCzo+ VA RCzd CCzd

nous obtencons une relation du type
d )
c Czd Mtg Cz) = b Czd2Cs -~ 0.8, et quitte & multiplier par
i M =y

i=o sV
un polynéme bien choisi nous pouvons supposer que les <. et les

b8 sont dans 2{z]. En prime, avec la noticn de déterminant, nous

d d
pouvons affirmer que leur degré est majoré par [—3—-&:—%—]
(% g,C2> - C1+z+z2D ngzz) + z%c1+2% ng:z‘) = Ca-1d> z% %
Nous pouvons préciser gque le second membre, bCz), de

l'équation est la valeur sur la fonction de sortie n d’'une
application linéaire A\tr —+ Alz] ne dépendant que de M, ce qui

fait que = vérifie une égquation malhérienne.

Il faut bien dire que le résultat obtenu est pour 1’instant

assez illusoire car il se pourrait gque dans 1 "éguation
d .
b X ci(zD Mg (2D = r bSCzDCs -~ 0.8 tous les coefficients socient

iz0o M sV
nuls Cdans 1’anneau & utilis&d, Soyons plus précis. Nos
coefficients sont des entiers et nous les envoyons par morphisme
dans 1’ann=sau A autrement dit, si 1’anneau est de
caractéristique », nous nous retrouvons dans Z2-x22. Notre probléme
est de savolir si tous les coefficients sont nuls modulo .
Cependant, nous pouvons supposer que les coefficients des
pel yndmes c. el b sont premiers entre eux dans leur ensemble. Si
tous les <, étaient divisibles par #, l’éguation nous fournirait
b = 0, ce qui contredirait notre hypothése. 11 v donc au moins un
¢, non nul module 2 et nous oblenons donc bien une équation de

Malher pour les éléments de <M, A>.a
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IV.1. b Exemples

Notre méthode de démonstiration n’est pas élégante (comparez
avec celle de CKMR!D, mais elle a le mérite d’éire constructive.

Voici donc quelques exemples pour illustrer notre propos.

L 1

* Prenons le g2Z-automate ITMH = : nous avons

O o
_ o _ o1 . _ 1 =z .
'I‘o— [0 1], T1_ [1 O] d’ou BCzD = [z 1], puis
3 2
1+z, z+z Ainsi P Cz* = 9,
o O 1
z

- z -
PZCZ) BCz2BC(z"D> [z+zz 1 +2
2 1 = 1+ 3z 42
PCz™D = [ 2 ], P (z> = [ “2 a] et ce gqul nous fournit
1 z 1 2 Zz +z 1+z

11, 142 1-z*
Q€23 = [0 22 o +zz]; nous trouvonz C(zd = ——Ci-%z) et comme
A= Iq, - '1'0 = 0, nous obtenons finalement 1*éguation
2 4 4, _
zgyhﬁ{(z) Cl+z)ngCz > + C1-= )gTJnCz > = 0,

Pour les autres exemples nous ne détaillerons plus les

calculs.

* Avec la 2-machine de Baum—-Sweet
Y o 1

RBF = &K")Cm . nous Lrouvons
1 0,1

22 S pCZ) = C1+z+2* g:Bchz) + z° g_w,Cz“) + C1+z® g:syCzab = O.

Le second membre est nul mais To n'est pas égal a Iq,.

a
2 Avec = (&= 0 ;‘ O R © l'égquation est,

*

czd - C1+23C1+22) g cz* = ¢i-ad z. Il n'y a pas de terme en

Se %, £

g.?Cz > = ngCz).

»* Avec la machine du pliage de papier ,
5
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0.1 0.1
nous arrivons a l’équation un peu lourde

4 4 8
Z C1-z 2Ci+4="D g?‘?CzD

2, 5, &6 8 _© 40 42 43 14 _46 _1? 20 2
- (z'tzTrz —z =z 4z —m 4z 4z -2 -2 -z )g?C D)

<2
2, 6, 10 42 14 416 20 _ 24 “
+ Cz+z 42" T2 —gT T -z ) g?yCz J
o, 12 14 16 18 20 _22 24 _26, 28 8
+27 -8z +28z -8z +&z” -z +2" -z 4z D gyyCz b

Cb-1i> Cze—z"o-z“+8216—zm—zzz+za43. qui a la propriété d’étre

[ : ] 4
- (z -z -z

]

de degré 3 en M et non 4 (il n*'y a pas de terme en g?yCzM)D
alors que la machine a quatre états accessibles, et pour laguelle

tous les ceoefficients ne sont pas égaux a4 1 ou -1.

Sur tous ces exemples, nous voyons gque dans 1’équation
;: CiCZD MLgACzb = bz, le coefficient Ss est non nul. Nous
;—:ons déja signalé gu’il est toujours possible de se ramener a ce
cas en ubilisant les opérateurs r € {gl. De plus il existe au
moins un coefficient c. 1 =i 2£d-1, gui est non nul, car pour
les machines considérées i1 y des séries non rationnelles dans le
module <A, 2[%1>. Nous ne pouvons avoir une équation de la forme
€94y = b{z> que si = est rationnelle, c’est & dire = est la
somme d’un polynédme p et d'un multiple de [ = 1.(1~22. En effet
ou bien il existe un &tat t tel que pour tout n assez grand
ni =t et gy =P + tL. Ou bien il existe au moins deux états s
tels gque l'ensemble des n qui vérifient B.1 = s est infini. Si I u
vérifiait € 9u = bCzD, en prenant l’application de sortie w qui
vaut 1 sur l’un de ces états et O sur tous les autres, nous
coltiendrions un £ € 2[[z]]1 solution de cof‘ = l::1 Cavec h1 # 0 car
f #2 00 el donc f serait rationnelle et 1’'ensemble des n tels que
fn = O serait un ensemble g-reconnaissable infini alors que le
théoréme de Skolem-Malher-Lech dit, gqu’a un ensemble fini pres,

c’est une union finie de progressicons arithmétiques,

Drautre part., dans tous les cas le coefficient du monfme de

plus bas degré de S, vaut 1 ou -1. Ceci n’a rien d'obligateoire



comme on le voit en considérant la machine

81,294

pour laquelle notre procédé fournit une équation dont le premier

membr e est 2%carz®g (2> - caz®+z"+2z 42" g 2D -
Cazz+z‘—z?+za)gdﬂCz‘D - C23+Z‘+2539MC283 - C2+az—zz)g‘MCz‘6)}.
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V. Critére d'automaticité (Retour2

Dans ce paragraphe nous allons généraliser le théorgme de
Christel, Kamae, Mendés-France et Rauzy dans le sens “solution
d’une égquation de Malher --a suite automatique'"™, ce qui nous

aménera a formuler une hypothése ad hoc.

Pour cela nous allons utiliser 1’anneau A{{z}} des séries de

Laurent formelles 1Cz> = Etﬂ}n Cno ¢ Z). (Dans le cas ou A est
nZn
o

un corps ALz = ACCZD2.D Comme All[z]l], A{{z>> a une structure
de Alz] module.

Pour une série 1{z> = Et;zﬁ, nous considérons que u = 0O
nZn n
. - N
i n < N, et nous poszons r.l(zd X qu”; pour r & [gl.
™

Comme 1 s'écrit ng)/Zno avec g & Allz]l]l ceci nous améne A
considérer les opérateurs Bnk sur All[zl]) définis par Bkag) =
r.(zkgj pour r € [gl et k € 2 et aussi les E;* definis par
E%*Cgb = zk r.g., car nous avons BnkCQD = E;JCg) si
k-r = gl-s avec 1 € 2 et. 5 € [g].

Remarquez que si mg = k £ Mg alors m £ 1 £ M, ce gue nous
allons tout de suite utiliser.

De plus, dans le cas particulier ol g = Mh & Allz]l, nous
obtenons la formule r.CszhD = Cr.szh et par lingariteée
r.(fMh) = Cr.fOh pour f € Alz].

Lemme: S0it ¢ € Allz211 wune série formelle dont le
terme dJde plus bas degré wvaut [: clCzd = 2"dC2> avec
dCo> = {1, Soit ' le plus petit sous—-ensemble de A{{zi)
veértfiant
s> f7c et ' > B ECF). | E&ﬁfr/c) pour r,a € [{qgl

r,

ie r est U’ensemble des

! ! !
B . B e ] I T avec L
TR, £, £ r.e 1+e
i i 2 "1 'y
c < c

rj. 53 dans [gl et les ej dans 0,1} Cpour 1 = O, nous

considérons gue ce terme vaut 1-¢2. Nous disons gue I”

v

o, les

est tnelus dans lL*ensemble des
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dans {gl, lLes 53_ dans (0,1 et -m = 1 < 0. !

dém: Regardons d’abord le terme Br - "2":'1""-?'5" ; i1 est égal
LR G 1]
a B ! ie B S N mais nous
r o8, 1+£1 mC1 +813 ri,ai—mc £ 40 :l-i-e:1 ] *
d 2 -~ d
avons les inégalités -mg = -8m £ s -—mC51+1) <{g-m=g et la

remarque  gui précéde le lemme nNnous donne B]P . [1—1;_-5—] =
1 1
e

1
z r'. [—-1—1—;2—— avec —-m =< J.1 < 1. En continuant de la méme fagon

d
1 1 .
le terme B B e T s'écrit
r ,s £ r ,e 1+e
2 2z 2 171 1
c c
L —me
z* 2 1
B r*., | —— el -Zm = 1 -me_ £ 1 ce qui
r,8, €, i :1.+£:1 1 2
d d L
nous permet d'arriver a l'écriture z% e, 1 r’. S avec
2 £, 1 1+e
d d

-m =< .I.2 < 1. Par récurrence nous obtenons le résultat désiré. m

Théoreme: Soit f € Allz11 wune série jformelle sur

un anneau commmutatif fini, gui vérifie une éguation de
N

Malher ¥ <y ka = b (les ¢, et b sont dans Alzl>. Nous

k
k=0
SUPPOSONS qgue
CHID le coefficient de plus bas degré de c, est
inversible dans A, 1ile coCz) = az"dC2> avec o & &..

m 20 et d(Oo> =1,

CHED 1’ensemble A des r,.[z [1 r[—i————n———]]
i £, & i I+
i 2 d 41

d d
aquec 1 = 1, rj dans [gl et £j=0 ou I pour j = 1,. s L
est fint.

Alors f est g-automatigue.
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dém: Nous reprenons la démonstration donnée dans [CKMRI.
Les hypothéses et le lemme nous montrent gque le plus petit
ensemble I de AL{z>> vérifiant 's 1/c° et r- Br eCl") ,

r - BraCr‘/coD pour r,s € [g] est fini. Soit dl'autre part

D = max(deg b, max deg ck) et € l'’ensemble des py avec p & A[z]n

k
et yp e, € est fini car & et I" sont finis.
N
Notons s8¢ 1'ensemble des h=a+¥% a, MEs avec
k=0
N
2,2 ,...,a_ € % Puisque f = (brsc > - Flc sc D Mf, f est un
N o Loy kO
elément de %#. Nous allons montrer que r.¥ « & pour r € [gl, ce

qui établira que f est g-automatique car H est

fini.

N
Soit donc h e et r € [gl. Comme h=a+}:akMkf, en

k=0
N
substituant f = Cb/cob - chk/col Mkf dans le terme d'indice O,
< N k-1
nous avons r.h =r.a + r.Caob/cob - Lr.Ca ck/co) M™ T+
k=1

N

}:r.a‘c Mk ' CNous avons utilisé le fait gque r.C(p Mgd = r.p g
k=4

pour p € ALzl et g € AllzZ11.D

Ensuite a ou a, s'écrit py avec peA[z]D et py el. Le

polyndme p se décompose en }:29 Mp d'ou r.Cppd) = LE Cg) P
s€lql = st q) &
€ ¥ car deg P, < Drg £ D.
De la méme fagon, a b-c ou a c /c s'écrit pyp-c avec
o o ok ©O o
P € A\;Ez}zn et p se décompose en }:za Mps d'on r.pr/::oD =
s8Eiql
Y B Cg/co) p € € car deg p =< 2D-q = D, puisque g = 2.
s€iql  ’ & e
Finalement pour h € %, r.h € %. =

Théoréeme (Critére 13 Soit F e E{f{z211 wune série

formelle sur 2, gui veérifie une éguation de Malher
N k

E ck(zJ fc2P O = bCa> Cles <, et b sont dans 2Ilgl> et
k=0

£ un nombre premier. Nous supposons gue le coefficient

<y stécrit cofz) = oz C1-aCz>> avec o non divisible gar
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£y mZ 0 et alOd) = 0. Alors, pour tout entiter naturel
N, la série formelle f réduite modulo pN est

praulonatigue.

dém: Nous appliquons le critére donné au théoreéme
précédent.

i wun entier s a pour édcriture binaire 22}. nous disons
1S
gue S est le support de s et nous écrivons S = supp s.
L
Notons no= IT r1-acz® 21, Nous devons é¢tudions
lesupp &
1

- avec w € * {wl
P <
Cl—-a€z2> m (2D [pl et 0O £ = < 2 .

l'ensemble des w.

Remarquez que =i a = O, cet ensemble est fini car T:%EET est
une constante, ce qui régle la gquestion. Nous supposons donc
désormais a # 0.

Comme 1’'anneau des entiers modulo pN est fini, le lemme gqui

suit nous fournit le résultat cherché. s

Pour abréger, nous dirons qu'une série formelle est

périocdique si la suite de ses coefficients est périodique.

Lemme: Moduleo pN. toutes les séries formelles,
w F{
Tl -alz>D ﬂECz)

péricdigues et admettent la péricde p

) 1
pérl.ode de m

* w
avec w € {pl et O X s < 2i i.sont

Nty st T est la

modulo p.

dém: Cela revient a4 montrer que les . avec
Ci-ad> m

K N+K+1 e

0 = s < 2 admettent la péricde p T. De plus, si t est une

péricde de fT:E%_E"“' modul o pN, alors pt est une période de
s
ET:E%_E__ modul o pN+1 (%) ; nous sommes donc ramenés a prouver Jque
®1 K K+d
les Tisas o avec 0 £ 35 < 2 admetitent la période p T, quand
8

on les considére modulo p.

34



Pour &tre complet, voici une démonstration de la propriété
(%) [KW lemme 7 page B66)]. Si f € Zlz] et fC(0) =1, dire que
1-.fCz2 est périodique modulo pN avec t comme période, signifie
gue fC(z) divise 1 - z" modul o p", ie zt =1 - £lzdglzd + pNhCz).
En él évant a la puissance P cela donne
2Pt = 1 - £fC=z>Glz) + pN“HCz). ce gqui signifie que 1-.f(z) est

péricdique modulo pN+1 avec pt comme période.

Nous allons maintenant utiliser le fait que nous travaillons
modulo p. Ceci va se manifester par 1’égalité £Cz" = rezP pour
f elF [(z1].

r

En fait, 1} nous suffit d'étudier les aver & # 0. En

2
effet, si s est pair, 1 =1 ¢sios < 25 s+ < 2%, Rt
Cl-ad m T
& S +i
$i s est impair, scoit 1 le premier naturel qui n’est pas dans
supp S nous utilisons 1’égalite
2 1-1
C1-aCzd>>%C1-aCz®>¢1-acz? 23, .. C1-~aczP 5> =

-1 L

2
C1~aCz>2%¢1-ac233PC1~aczdd® ... Cl-acz3>F C1~aCzd>P

|
= 1-aCz¥> et nous obtenons ..____L____.__ = —%—-
Cl-a> n’s n

a8

Cavec 0 ¢ s < EKH’

si 8 < 2“3.

Maintenant nous procédons par récurrence sur le nombre de O

dans 1’écriture binaire de s.

St s =251 ¢k 21>, A= 1 —
@ [1-aCzd>1[1-aCzF1. .. (1-aczP >3

- 1 = 1 - 1-alCzd
K~1 K_‘ K

[1-aCz>1[1-aC2>P1. .. [1-aczdP 3 [1-aCz>]1® [1-aCz)1P

= —1—:35—?-—3(——. Comme - admet la période T module p, 1 p”
1-aczP > 1-aCzd 1~acz? >

K 1+alzd]
admet la péricde p T et — aussi car le degré¢ de 1+alzd est
1-acz?P >

K
strictement plus petit que celui de 1-aczf >.

Si s posséde au moins un zéro dans son écriture binaire,
soit 1 le premier entier qui n’est pas dans supp s; nous pouvons

écrire s = Etﬂr + 81-1 avec r = 0. Cecli nous donne

£



1 1
1-1 1+1
[1-aCzd1l1-aCzP>1. .. [1-ac2z® D21 nczfP >

r

1
1 . [1-aCzd>1PTHP ™8 1 _
L L+t L—t) 1+1
[1-aCzd>1? ™ anzp p) [1-aCzd1P‘P nCz P oy
(p—l)(pt—l)
[1-aC=z)] Le nombre t = .‘:":Lr‘ + a" -1 a un Zéro de

P
L L Cz™d
2 r+2 -t K
moins que s dans son écriture binaire. De plus si s < 27,

t < Bx-i; d'apres 1'hypothése de récurrence S S a pour

LN L czd
2r+2 -1

période px_iT. donc a pour période pr et comme le
m cz®
L b
2r+2 -1
numérateur a un degré strictement plus petit gue celui de

7 czP> (regardez l*avant derniére expressiond, il en est de
2 r+2 —t

1

méme de
T
8
Le résultat en découle.n

Fassons a une autre application (plus facile) du théoréme,

ce qui va nous fournir un deuxiéme criteére d'auvutomaticite.

Théoréme (Critére 2): Solt f « Ail=z11 une  série
Formelle sur un anneau commutatif A, guil vérifie une
N
dguation de Malher T <, Mkf = b {les €, et & sont dans

k=0
Alzl et Mflzd = szq)J. Nous supposons le coefficient

it

€5 stécrit cofzJ aszz-,uafz)) avec o itnversible dans
A, mz 0 et a0

annequx gQuoltients &./C,u"), avec N entier =z I, sont

0. Nous supposons aqussi gque gue les

finig. Alors, pour tout entier naturel N, la série

fermelle f réduite modulo :..:N esl g-automatigue.

dém: Si a =0, le résultat est &vident. Sinon, soit v le

degré de a.



1 1
Nous avons 1 T =1 + u aczq > + “z azCzq >

[1 - acz?51

! 1

+ ... o+ U aVcz95 module pN. Ainsi, modulo yN, :

1 - u aCz%>
est un polynéme de degrée inférieur ou égal a CN-i)qu et donc,

T eLELD, trucCsd =

H

avec des 2 égaux a 0 ou 1 (et en notant s
1

s.-i-s1 52 i-4 £

(1 - pacz®y “. .11 - pacz® O3

polyndme de degreé = CN—l)v{l-t-si-t-qsz...+qt_£e:t} = (N—l)vqi'. Il en

est un

(1 — paczd] -

résulte que, avec w dans Eq]i’. w. truc(s) est un poclyndme de degré
< CN-15v modulo .

En reprenant les notations du théoréme (d{zd =1 - palCzd)d,

l’ensemble des r.. [ 1 e [ 1 r . [ i ]] . ] réduit modul o
i £, z 1 i+
4 ¢ q 2 d i

yN,avec iz1, rj dans [gl] et sj =0 ocul pour J =1,...,1i, est

, le module des pol yndmes a
(N3

coefficients dans l’anneau fini &/C“N) et de degré inférieur ou

€gal a4 (N-1Dv. Il est donc fini, ce qui nous permet de conclure.

inclus dans [A/c 'uN)] -

{\

£



VI. Applications
Vi.1. Les relations de récurrence linéaires g-tomigues

Dans ce qui suit A est un anneau commutatif et g un entier

supérieur ou £gal a 2.
Soit Cun)n>° une suite d’¢éléments de A, nous disons qu’=lle

vérifie une relation de récurrence lindaire g-tomigue, s'il

existe des entiers N et M supdgrieurs ou égaux a 1, tels que Cun)

soit définie par

la donnée de u ,u.,...,U et

M
Vo2 N, u = }:a_u_+2

L/q.l

Notons ulz> = L u z la série génératrice de Cu 2,
nZo "
i N1 n
aCz) = Taz et uoCz) = Fuz. Nous pouvons écrire
i=4 h n=G n
N ﬁ
= + + =
ulzd uOCzD n§N[ .}_':jia_ttdtn“_t 2 buL ) J ]
= Lﬁ q
U, Czd + aCzd ulCzd + zb rab(‘.z) avec rabj_CzD =
i= 1
czo + 84 o oz0 =
p.i E . [“/ JJ
anch‘ a
! iy iyk
ijz) + 01 +2 + ... + 2870 3 U, [zq] en posant
kZ K
[N/qj] et ijzD = z" . En transformant
N<n<q K l- 79 —I
encorea un peu cette égal ité, nous arrivons a
J J
€1 - azd> uCzd = £b [1 +z + ... + z3 7' wz?> 4 bz avec
i=1
deg b < N.

Inversement si u satisfait cette équation de Malher, CuhD
satisfait une relation de récurrence q-tomique linéaire.
Cette équation de Malher est d’une forme assez particuliére;

d’ailleurs si nous posons v(z) = (1 - z3 uCzl, nous voyons gue Vv
M J

satisfait (1 - alCzd> v({zd = zb vez?> o+ <1 - 2> bCzD
j=1

est guasimment une équation a coefficients constants.

» qui

&



En appliguant les résultats de la partie V, nous cobitenons le

Théoréeme: Soit p un nombre premier et Ci%)n>° une

sutte d'entiers, qgui satisfait une relalion de

reécurrence lindédaire p-tomigue,
N M
> =
Y n= N, u .}: auw .+ .z bju n
i=1 j=1 L p}
avec N,M =z f. Alors, réduite modulo une puissance de p,

celle suile est p-oulomaligue.

En particulier, nous avons le

Corollaire: Soit p un nombre premier et @ le

»

nombre de partitions de l'entier n dont les sommants

sont des puissances de p. La suilte Cnn p)ﬁ>o’ rédutte
modulo une puissance de p, est p-automatigue.
En prenant p = 2, nous pouvons répondre 4 la question qui a
motivé ce travail:
Proposition: Lo suite du nombre de partitions binailres,
ben))nem. réduite modulo une puissance de 2, est
Z-gutomnat igue.
Dans 1le théoréme précédent, nous avens considére des

éguations linéaires homogénes; nous pouvons généraliser quelque

peu en traitant les éguations linéaires non homogénes:

Corollaire: Sott p un nombre premier et CE%JH>O une

sulte dJd’entiers, guil satisjfait wune relation de

récurrence lindgire p-tomigue,




N M
> =
vnzN un vn * ,zai.un*i. * E a}ju n_J
i=4 j=1 { 9]
avec N.M 2 1 et Cvn:) de série génératrice rationnelle
vzl = ;-—gz-i, ou dC02 est premier avec p. Alors, réduite
medulo uwne puissance de p, cette suite est
pautomnal tgue.
dém: Nous reprencons le calcul du début du &, ce qui nous
donne: C1 - aCzd) ulzd = v(zd +
M i, i
}:bj 1 +z + ... +2z3™) w=z9> + bCz> et en supprimant les
i=4
dénomi nateurs €1 - aCzdd dlz> ulCzd) = nCzd +
M J A}
aczd Tb {1 + =z + ... + 237" uz¥> + d(z) b(zd, aprés quoi
i=1
nous appliquons le critére 1.
vi.z2 Palindromes sans préfixe et mots 3 bords

Scit X un alphabet de m lettres. Un palindrome est un mot
sur X de longueur supérieure ou égale & 2, gqui est &gal a son
miroir C(comme esoperesteelsereposel. Un palindrome sans préfixe

est un palindrome qui n’a pas de préfixe strict, qui est lui méme

un palindrome (par contre-exemple, abacaacaba n'est pas un
palindrome sans préfixe, & cause de son préfixe abad.

Noteons =n le nombre de palindromes sans préfixe de
longueur n sur ’m lettres et FmCz) =n§zrzmmz". La série Fm vérifie

1'équation de Malher ZCl"'mZZ)F'mCZ'J + C1+20F (2% = mz C1 +mz> .

Ceci permet d’aiileurs d’en donner une expression explicite:
L 1

1 2 2
F Cz> = mf c-15t 22t L -z 1 +mz
m >0 1 - =2 2 M 2t+1
- Cl-mz >Ci-mz D...Cl-m=z >
Remarquez gue pour m = 2, nous avons une fonction rationnelle:
z
F‘zCzD = 1—2_2_2—. en effet les palindromes sans préfixes sur 2

lettres sont de la forme ab...ba.

En appliquant le critére 2, nous cobtenons la



Proposition: Pour toul entier N, la sulte du nombre

de palindrome sans préfixe sur m letlres Cnn,m)nZo

réduite modulo m est Z-automat Lgue.

Un mot & bord sur X est un mot de la forme bwb avec b € X+

et w e X*. Notons bw le nombre de mots & bord de longueur n

sur un alphabet de m lettres et Bi mC z> = X bwn mz". La série
» nzz r

B1 " vérifie 1'égquation de Mal her

C1-mz®[C1i-mzdB Czd) + B €z = mz°.
L, m 4, m

En appligquant le c¢critére 2 avec alzd = 2z + 22 - mza, nous

obtenons la

Proposition: Pour tout entier N, lao suitte du nombre

de mots & bord sur m lettres (bw 2 > rédulte modulo
n,m nNZ0

m est S-automat igue.

VIi. 3. Nombre de partitions suivant le nombre de sommants

Scit p un nombre premier. Notons n Cresp. n__ 3 le
.M p.nEm

nombre de partitions de 1l’entier n dont les scommants sont des
puissances de p et ou chagque sommant apparait exactement (resp.

au plus? m fois. La fonction génératrice du nombre de partitions
p-aires suivant le nombre de sommants est PpCz.‘J = = o
1 - t=zf

Ct marque le nombre de sommanis) et elle vérifie 1’équation de

k20

Mahler 1 -~ t=z> Pp(z) = P czP>. Si nous nous plagons dans

l'anneau fini ZttJ/CpN,tm'&). en appliquant le critére 2, nous

m
voyons gque la suite des résidus r Cnpnl med p 2>t .
L=° » »

m
= 0,1,... —automatique. C =
n 0,1 est p-au s | omme np’h’ <rm r np’n’L,

résulte la

v



Proposition: Soit p un nombre premier et npn_(m le

nombre de partitions de n dont les sommants sont des
pulssances de g et ou chaogue sommant apparait au plus m
, ) N
ols. ) t
Ffor La suilte Cnp,n,ﬁm)n?.o reduilte module p es
pautomatl igue.
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VII. Conclusion

Ainsi, nous avons répondu & la question qui &tait posée au

début de ce travail et 3 quelques autres.

Comme le lecteur a pu le remarguer, noire travail péche sur

un point gqui apparait plusieurs fois: nous ne savons pas
N

réellement quoi dire des équations de Mahler T ciz) szkD = blzd
k=0

si le ceoefficient de plus bas degré de o est non inversible.

Ceci reste donc dans 1’ombre pour l’instant.

Dans le théoréme de Christol, Kamae, Mendés-France et Rauzy
ainsi gue dans le théoréme du paragraphe V, il ¥ a un lien
extrément fort entre la caractéristique des anneaux utilisés et
la base du systéme de numération employé: ils sont carrément
egauxt

Pourtant nous avons wvu qu’une suite d’entiers, qui est
g-automatique quand on la réduit modulo m, vérifie une égquation
de Malher et ce quel que soit l'entier m.

De méme, si nous prenons la suite d’entiers dont le terme
d’indice n, u . est le résidu modulo 2 de VZCnD Cou v, désigne la
valuation dyadiqued), elle vérifie u, =u = 1 C(pour O, c’est une
conventiond et Yonz2, u = -u +

N1 LILﬁ/ZJ' 2
l’équation de Malher (1 + 23 uCzd = z + (1 + 2> w2, De plus

ce qui amane

elle est clairement Z2-automatique modulc n’importe gquel entier m.

Donnons un autre exemple un peu moins simple. Prenons la

suite d’entiers Cu > définie par u = u = 0 et u = g + u ,
L) G 1 n 2n ]
u = g pour n 2 1, avec £ =1 si k = 2 mod 2 et O sinon.
2n+4 2n+4 k
En passant aux séries génératrices, nous avons
2 z? 2
uCz> = £Cz2> + uCz™D ie uCzl = r—— + ulz D, D*aprés le
1 + =2

résultat général, Cun} réduite modulo une puissance de 2 est
2-automatique. En fait elle est Z2-automatique moduleo n’importe
quoi. En effet, si nous édcrivons n = 8”C2p+1). nous pouvons dire
que u =0 si p =0 mod 3, uoo= C—1)N[§%11 si p=1 mod 3 et
u = C—i)Nﬂ{[gJ - 1> si p =2 mod 3. Comme u_ ne dépend gue de N

et p, la suite est Z-automatique dans la mesure ou elle prend un

4¢



nombre fini de wvaleurs. Ainsi elle est Z2-automatique modulo m,
pour tout m. D’ailleurs un 2-automate pour la suite reéduite
modulo m est, en notant o le résidu de C-iDNLﬂgij moedulo m et BN
le résidu de C-1>7% [gj - 1> module m:

o

Dans tous les exemples de suites d’entiers gue nous avons
rencontrés, l’ensemble des entiers m tels que, réduite modulo m,
la suite soit p-automatique (p est wun nombre premierl, est
l1’ensemble vide, ou l’ensemble des puissances de p ,ou enfin
l’ensemble des naturels non nuls. Cependant cet ensemble peut
&ire d’un autre type. D’abord, en notant Cun) la fonction
caractéristigue de 1l’ensemble des nombres premiers, la suite
Caxun) est 8-automatique moduleo 1, 2, 4, ..., EK,nais pas modulo
2¥"*. Ensuite nous pourrions employer le méme iLruc pour avoir une
suite @2-~automatique modulo les puissances de 2 et quelgues
puissances de 3.

Il semble plus intéressant de chercher des contre-exemples
moins artificiels. Prenons la suite du nombre de palindromes sans
préfixes sur un alphabet a 2 lettres. Nous savons qu’elle est
2-automatigque quand on la réduit modulo EN, mais aussi gquand on
la reéduit module 3. I1 est. fort douteux gqu’elle soit
Z-automatique quand on la réduit modulo 5". par exemple; mais
nous butons ici sur un probléme: comment montrer qu’une suite gui
vérifie une &gquation de Mahler n’est pas automatique? La question

est posée,

Pour terminer remarquons gue d’'autres exemples de suitgﬁ qui
ont toutes les chances d’étre automatiques, é&échappent a notre
analyse. Ainsi Ph.Flajolet et H.Prodinger ont ils é&tudié le
nombre H de mots nn...n sur N+ tels que n =1,

n 1 2 k

1 £n = 2n, pour 1 < j £k et n+n +...4n = n. Pour cela ils
i -1 1 2 k
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une série génératrice

eétablissent une égquation de Malher pour
bivariée:
——29 ___ [HCq,1) - HCgQ,q u™]

H(g,u> = qu + i

et HCqg,12 = HC(gD : = E ann. La résoclution de 1'équation améne
HCgD = ——1—%5-2-2133-“ avec. |
‘ ':12“"2'j
aCqd = pc-1d —
124 c1—qnc1-c.~f‘)c1—q73...c1~-qzJ 4
et
23t o
bCqg = pc-1>*t q :
iz C1-qdC1l-g>cti-g5...¢1 —-qzj"’b

La forme de ces expressions incite A penser gque CHn) est

Z2-automatique.
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