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Introduction

Les séries D-finies sont les séries solutions d’équations différentielles linéaires a
coefficients polynomiaux. Les suites P-récursives sont les solutions de récurrences
linéaires & coefficients polynomiaux. Des notions analogues sont obtenues en rem-
plagant les opérateurs de dérivation et de décalage classiques par leurs g-analogues.
Tous ces objets partagent de nombreuses propriétés qui sont décrites dans le cadre
de la « D-finitude ». Le but de ce domaine est d’amener les systéemes de calcul for-
mel a traiter de maniere algorithmique un grand nombre de suites et de fonctions
spéciales. En effet, on peut estimer qu’environ 60% des fonctions décrites dans le
formulaire édité par Abramowitz & Stegun [1] appartiennent a cette classe, ainsi
qu’un quart des suites de l'encyclopédie de Sloane [16, 17].

D’une certaine maniere, les suites ou séries D-finies sont des analogues non-
commutatifs des nombres algébriques : le role du polynéme minimal est joué par
un opérateur linéaire. Ore [10] a décrit une version non-commutative de la division
euclidienne et de 'algorithme d’Euclide étendu pour ces opérateurs linéaires (connus
sous le nom de polynémes de Ore). Comme dans le cas commutatif, ces algorithmes
rendent effectives plusieurs propriétés de cloture (voir [18]). Il s’ensuit que des
identités entre ces fonctions ou ces suites peuvent étre prouvées voire calculées
automatiquement. Une partie du succes du pacquetage GFUN [13] provient d’une
implantation de ces opérations. Une autre partie vient de la possibilité de découvrir
de telles identités expérimentalement, avec des approximants de Padé-Hermite sur
des séries formelles [2] & la place de I'algorithme LLL sur des nombres réels.

La découverte de la D-finitude d’une série est aussi notable du point de vue de la
complexité : plusieurs opérations importantes peuvent étre effectuées sur les séries
D-finies & un cout moindre que sur des séries formelles arbitraires. Ceci comprend
la multiplication, mais aussi I’évaluation a des points rationnels par scindage bi-
naire [3]. Une application typique est I’évaluation numérique de 7 dans les systémes
de calcul formel.

D’autre part, le comportement local des solutions d’équations différentielles
linéaires au voisinage de leurs singularités est bien compris [7] et des implantations
d’algorithmes calculant les développements correspondants sont disponibles [20,
22]. Ceci donne acceés au comportement asymptotique de nombreuses suites ou &
des preuves analytiques que des suites ou fonctions ne peuvent étre solutions de
telles équations [8]. Des résultats de nature plus algébriques sont obtenus par la
théorie de Galois différentielle [14, 15], qui partage naturellement de nombreuses
sous-routines avec les algorithmes sur les séries D-finies.

Les applications réellement spectaculaires de la D-finitude proviennent du cadre
multivarié : on travaille alors avec des suites ou des séries multivariées, ou avec des
suites de séries ou de polynomes,. .. Elles obéissent alors a des systemes d’opérateurs
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2 INTRODUCTION

linéaires qui peuvent étre différentiels, aux différences, aux g-différences, ou de types
mixtes, avec la contrainte supplémentaire qu’'un nombre fini de conditions initiales
est suffisant pour spécifier la solution. Il s’agit 14 d’un analogue non-commutatif des
systemes polynomiaux avec un nombre fini de solutions. Il s’avere que, comme dans
le cas polynomial, des bases de Grobner fournissent des réponses algorithmiques a
de nombreuses questions de décision, en donnant un acces a des formes normales
dans des espaces vectoriels quotient de dimension finie. Ceci a été observé d’abord
dans le cadre différentiel [9, 19], puis étendu au cadre plus général des algebres de
Ore multivariées [6].

Une observation cruciale de Zeilberger [24, 11] est qu’une élimination dans ce
contexte non-commutatif permet de calculer des intégrales ou des sommes définies.
Cette opération s’appelle la création télescopique. Dans le cadre hypergéométrique
(c’est-a-dire lorsque le quotient est un espace vectoriel de dimension 1), un algo-
rithme rapide pour ce calcul est connu sous le nom d’algorithme rapide de Zeilber-
ger [23]. Dans un cadre plus général, les bases de Grobner sont utiles dans cette
élimination. Ceci est vrai en différentiel [12, 21] et dans une large mesure dans le
cas multivarié plus général [6]. En outre, l'algorithme rapide de Zeilberger a été
généralisé aux algebres de Ore par Chyzak [4, 5]. Cependant, de nombreuses ques-
tions d’efficacité demeurent, et des phénomenes de non-minimalité des opérateurs
calculés ne sont pas encore completement compris.

Ce cours présente une partie de ces algorithmes et de leurs applications. Les
chapitres sont extraits du cours « Algorithmes efficaces en calcul formel » du Master
Parisien de Recherche en Informatique (2006-2007). Le cours complet est disponible
a l'url http://mpri.master.univ-paris7.fr/C-2-22.html.
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CHAPITRE 1

Algorithmique des séries D-finies

Résumé
Les séries D-finies se calculent rapidement. L’équation différentielle linéaire

les définissant fournit une structure de données adaptée sur laquelle plu-
sieurs opérations utiles sont algorithmiques.

Les séries D-finies (c’est-a-dire solutions d’équations différentielles linéaires &
coefficients polynomiaux) ont des coefficients qui satisfont une récurrence linéaire,
ce qui permet d’en calculer les N premiers en O(N) opérations, donc plus vite que
la plupart des autres séries. Il est de ce fait crucial de reconnaitre les séries qui
sont D-finies et de disposer des équations différentielles les définissant. De plus,
les coefficients des séries D-finies forment des suites qui sont appelées P-récursives,
dont I’algorithmique est évidemment étroitement liée & celle des séries D-finies.

L’importance de ces séries et suites provient d’une part de leur algorithmique
spécifique, et d’autre part de leur omniprésence dans les applications. Ainsi, le
Handbook of Mathematical Functions, référence importante en physique, chimie et
mathématiques appliquées, comporte environ 60% de fonctions solutions d’équations
différentielles linéaires ; de méme, les suites P-récursives forment environ un quart
des plus de 100000 suites référencées dans la version en ligne de I’Encyclopedia of
Integer Sequences de N. Sloane.

1. Equations différentielles et récurrences

DEFINITION 1. Une série formelle A(X) & coefficients dans un corps K est
dite différentiellement finie (ou D-finie) lorsque ses dérivées successives A, A, ...,
engendrent un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K(X) des fractions
rationnelles.

De maniere équivalente, cette série est solution d’une équation différentielle
lindaire & coefficients dans K(X) : si c’est le cas alors ’équation différentielle per-
met de récrire toute dérivée d’ordre supérieur a celui de ’équation en termes des
dérivées d’ordre moindre (en nombre borné par 'ordre). A T'inverse, si I'espace est
de dimension finie, alors pour r suffisamment grand, 4, A’,..., A") sont liées et
une relation de liaison entre ces dérivées est une équation différentielle linéaire.

DEFINITION 2. Une suite (a,)n>0 d’éléments d'un corps K est appelée suite
polynomialement récursive (ou P-récursive) si elle satisfait une récurrence de la
forme

(1) pr(N)antr + pr—1(n)ansr—1 + -+ +po(n)a, =0,  n>0,
ou les p; sont des polynomes de K[X].

Dans la suite, K aura toujours caractéristique nulle. On peut donc penser sans
rien perdre aux idées a K = Q.
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1.1. Méthode naive. Le résultat qu’il s’agit de considérer d’un point de vue
algorithmique est le suivant.

THEOREME 1. Une série formelle est D-finie si et seulement si la suite de ses
coefficients est P-récursive.

DEMONSTRATION. Soit A(X) = ap + a1 X + - -+ une série D-finie et
(2) q(X)A(X) + -+ + g (X)A(X) =0

une équation différentielle qui 'annule. En notant [X™]f(X) le coefficient de X"
dans la série f(X), on a les relations

[X"f(X) = (n+ DIX"TA(X) (n>0),

) XX F(X) = [XHAK) (0> ).

Par conséquent, 'extraction du coefficient de X™ de (2) fournit une récurrence
linéaire sur les a,, valide des lors que n > ng := maxop<;<, deg ¢;. Pour obtenir une
récurrence valide pour tout n > 0, il suffit de multiplier cette récurrence par le
polynéme n(n —1)---(n —ng + 1).

A I'inverse, soit (ay,) une suite vérifiant la récurrence (1). Les identités analogues
& (3) sont maintenant

d k
k n __ n __ e k—1 k
n§>0n an X" = <Xd ) A(X), n§>0an+kX (A(X)—ao ar_1 XF 1)/ XF

ol A est la série génératrice des coefficients a,, et la notation (Xd/dX)* signifie
que Vopérateur d’Euler § = Xd/dX est appliqué k fois. En multipliant (1) par X™
et en sommant pour n allant de 0 & oo, puis en multipliant par une puissance de X
on obtient donc une équation différentielle linéaire de la forme

go(X)AT (X) + -+ + ¢ (X)A(X) = p(X),

ol le membre droit provient des conditions initiales. Il est alors possible, quitte a
augmenter ’ordre de I’équation de 1, de faire disparaitre ce membre droit, par une
dérivation et une combinaison linéaire. |

EXERCICE 1. Estimer la complexité d’un algorithme direct utilisant cette idée,
en nombre d’opérations dans K.

Un algorithme plus efficace pour passer d’une équation différentielle d’ordre
élevé a la récurrence linéaire satisfaite par les coefficients des solutions est donnée
en §1.3.

1.2. Exemples d’applications.

EXEMPLE 1. Pour calculer une racine du polynoéme Py (x) défini par la série

génératrice .
" 1+2
P, n(x)i = < ) >
nzZ;) n! 1+ 22
lorsque N est grand, il n’est pas nécessaire de calculer ce polynoéme. Il suffit d’ob-
server que cette série vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 1 (avec x
en parametre), ainsi que la série génératrice des dérivées des P,, et d’utiliser les
récurrences que ’on en déduit sur ces polynémes pour en calculer des valeurs. Ces
valeurs permettent alors d’appliquer une méthode de Newton par exemple pour
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résoudre le polynome. Cette idée peut aussi étre combinée avec la méthode de
scindage binaire décrite au cours suivant.

EXEMPLE 2. Le cas particulier des récurrences d’ordre 1 donne lieu aux suites
hypergéométriques, qui jouent un role important dans la sommation symbolique
abordée dans un cours ultérieur.

1.3. Algorithme plus efficace. Vue 'importance du passage de I’équation
différentielle & la récurrence, il est souhaitable de maitriser le cotlit de cette conver-
sion. Il est possible d’obtenir la récurrence plus efficacement que par la méthode
naive. Afin d’exprimer les estimations de complexité, on utilisera la notation clas-
sique M(n) pour la coiit arithmétique (exprimé en nombres d’opérations dans K)
de la multiplication de deux polynomes dans K[X] de degré au plus n. Il est clas-
sique [6] que M(n) peut étre pris dans O(n'%?) par 'algorithme de Karatsuba ou
bien dans O(nlognloglogn), via la transformée de Fourier rapide (FFT).

1.3.1. Cas d’un opérateur donné en 0 = Xd/dX. Si 'équation différentielle
linéaire de départ est donnée non pas comme un polynéme en X et 9 = d/dX,
mais comme un polynéme en X et § = Xd/dX, alors la conversion en récurrence
est assez facile : partant de

Z ainjGi,

0<j<m
0<i<r

les relations (3) donnent l'opérateur de récurrence

Z aijS;jni = Z Qi (TL - ])ZS;]
De cette conversion découle le résultat de complexité suivant.

PROPOSITION 1. La récurrence satisfaite par les coefficients des séries solu-
tions d’une équation différentielle linéaire de degré v en 0 et m en X se calcule en
O(mM(r)) opérations sur les coefficients.

Par rapport au nombre rm de coefficients du résultat, cette complexité est
quasi-optimale, car essentiellement linéaire en rm si la FFT est utilisée.

La preuve utilise la formule ci-dessus et I’observation que calculer les coefficients
du polynéme P(X — j) connaissant ceux du polynéme P(X) de degré r ne requiert
que O(M(r)) opérations.

1.3.2. Cas général. Quitte a le multiplier au préalable par une puissance de X
égale au plus a son degré en d/dX, il est toujours possible de récrire un polynome
en X et 0 en un polynéme en X et 6. Cette récriture peut elle-méme étre effectuée
assez rapidement.

Une premiere observation est que de la commutation

0—i)X" = X"
se déduit en multipliant & droite par 0’ la relation
X9t — (9 — ) X0 = (0 —i)(0 —i+1)---0.

Etant donnés des polynomes a;(X) de degré au plus m+r, il s’agit donc maintenant
de calculer des polynomes b;(X) tels que

iai(X)XiE)i = iai(X)(H —i41)---0= ibi(X)Gi.
=0 =0 =0
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Récrire le polynome sous la forme

m—+r r

Z Xj Z ainiai
7=0 =0

s’effectue en nombre linéaire d’opérations et montre qu’il suffit de savoir traiter
efficacement le cas ol les a; (et donc aussi les b;) sont constants. La transition des
uns vers les autres se calcule alors par évaluation-interpolation sur § = 0,1,2,....
Soit B le polynoéme a calculer. Les premieres identités obtenues par évaluation sont

ap =bg, ag+a; = Zbi, ap + 2a1 + 2a9 = ZQibz‘,

et plus généralement

eXZaiXi = Z#X",

ce qui montre que les valeurs de B en 0,...,r peuvent étre obtenues en O(M(r))
opérations a partir des coefficients a;, et par suite les coefficients de B peuvent étre
déterminés en O(M(r)logr) opérations en utilisant des techniques d’interpolation
rapide [6, Ch. 10].

THEOREME 2. Le calcul des N premiers termes d’une série solution d’une
équation différentielle linéaire d’ordre v en O a coefficients des polynémes de degré
au plus m requiert un nombre d’opérations arithmétiques borné par

0 ((m+r)M(r) <logr+ 7)) .

La premiere partie de I'estimation provient des estimations ci-dessus, la se-
conde de la complexité du calcul des N premiers termes d’une suite solution d’une
récurrence linéaire d’ordre au plus m + r avec des coefficients de degré au plus r,
qui sera vue au cours 2.

2. Somme et produit

THEOREME 3. L’ensemble des séries D-finies a coefficients dans un corps K
est une algebre sur K. L’ensemble des suites P-récursives d’éléments de K est aussi
une algebre sur K.

DEMONSTRATION. Les preuves pour les suites et les séries sont similaires. Les
preuves pour les sommes sont plus faciles que pour les produits, mais dans le méme
esprit. Nous ne donnons donc que la preuve pour le produit A = fg de deux séries
D-finies f et g. Par la formule de Leibniz, toutes les dérivées de h s’écrivent comme
combinaisons linéaires de produits entre une dérivée f(9) de f et une dérivée g'7)
de g. Les dérivées de f et de g étant engendrées par un nombre fini d’entre elles, il
en va de méme pour les produits f()¢(), ce qui prouve la D-finitude de h. O

EXERCICE 2. Faire la preuve pour le cas du produit de suites P-récursives.

En outre, cette preuve permet de borner 'ordre des équations : 'ordre de
I’équation satisfaite par une somme est borné par la somme des ordres des équations
satisfaites par les sommants, et I’ordre de 1’équation satisfaite par un produit est
borné par le produit des ordres.

Cette preuve donne également un algorithme pour trouver ’équation différentielle
(resp. la récurrence) cherchée : il suffit de calculer les dérivées (resp. les décalées)
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successives en les récrivant sur un ensemble fini de générateurs. Une fois leur nombre
suffisant (c’est-a-~dire au pire égal & la dimension plus 1), il existe une relation
linéaire entre elles. A partir de la matrice dont les lignes contiennent les coor-
données des dérivées successives (resp. des décalés successifs) sur cet ensemble fini
de générateurs, la détermination de cette relation se réduit alors a celle du noyau
de la transposée.

EXEMPLE 3. L’identité de Cassini sur les nombres de Fibonacci s’écrit
Fn+2Fn - F3+1 = (_1)71

Pour calculer le membre droit de cette égalité, le point de départ est simplement la
récurrence définissant les nombres de Fibonacci :

Fn+2:Fn+1+Fna

qui exprime que tous les décalés de F;, sont des combinaisons linéaires de F), et
F,11. Les produits qui interviennent dans l'identité de Cassini s’expriment donc
a priori comme combinaison linéaire de F2, F,,F,11 et F2,; et donc le membre
de gauche vérifie une récurrence d’ordre borné par 4. Le calcul est assez simple et
donne une récurrence d’ordre 2 :

2 2 2
Up = FpypoFyy — Fi = Fo By + F — F
2 2 2 2
un+1:Fn+2Fn+1+Fn+1_Fn+2:Fn+1_Fn_FnFn+1

= —Uy,.

La preuve de l'identité est alors conclue en observant que ug = 1.

En réalité, ce calcul donne plus que la preuve de l'identité : il détermine le
membre droit & partir du membre gauche. Si le membre droit est donné, le calcul est
bien plus simple : comme le membre gauche vérifie une récurrence d’ordre au plus 4
et le membre droit une récurrence d’ordre 1, leur différence vérifie une récurrence
d’ordre au plus 5. Il n’est pas nécessaire de calculer cette récurrence. Il suffit de
vérifier que ses 5 conditions initiales sont nulles. Autrement dit, vérifier I’identité
pour n =0, ...,4 la prouve!

EXERCICE 3. De la méme manitre, montrer que sin®z + cos?z = 1, avec et
sans calcul.

3. Produit d’Hadamard

COROLLAIRE 1. Si f = 3"~ ap, X" et g = > - bn X" sont deuzx séries D-
finies, alors lewr produit d’Hadamard -

JOg=7 anba X"
n>0
l’est ausst.
La preuve est également un algorithme : des deux équations différentielles se
déduisent deux récurrences satisfaites par les suites (a,,) et (by,); d’apres la section

précédente, le produit (a,b,) vérifie alors une récurrence linéaire, dont se déduit
enfin ’équation différentielle satisfaite par sa série génératrice.
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EXEMPLE 4. Les polynomes de Hermite ont pour série génératrice

Z Hn(m)ﬁ = exp(z(2z — 2)).

n!
n>0

A partir de 13, la détermination du membre droit de I'identité suivante due & Mehler

est entierement algorithmique :
2 2
n exp (—42(”{;35122” )))

4. Séries algébriques

THEOREME 4. Si la série Y (X) annule un polynome P(X,Y) de degré d en Y,
alors elle est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre au plus d.

DEMONSTRATION. La preuve est algorithmique. Quitte & diviser d’abord P par
son pged avec sa dérivée Py par rapport a Y, il est possible de le supposer premier
avec Py . En dérivant P(X,Y) =0 et en isolant Y’ il vient

Apres inversion de Py modulo P via un calcul de pged étendu, cette identité se
récrit
Y’ = Ry(Y) mod P,

ol Ry est un polynéme en Y de degré au plus d et & coefficients dans K(X). Ceci
signifie que Y’ s’écrit comme combinaison linéaire de 1,Y,Y?2, ..., Y91 & coeffi-
cients dans K(X). Dériver & nouveau cette équation, puis récrire Y’ et prendre
le reste de la division par P mene a nouveau a une telle combinaison linéaire
pour Y et plus généralement pour les dérivées successives de Y. Les d + 1 vec-
teurs Y, Y, ..., Y(® sont donc linéairement dépendants et la relation de liaison est
I’équation cherchée. ([

EXEMPLE 5. Les dénombrements d’arbres meénent naturellement a des équations
algébriques sur les séries génératrices. Ainsi, la série génératrice des nombres de Ca-
talan (nombre d’arbres binaires & n sommets internes) vérifie

2
y=1+z2y7
la série génératrice des nombres de Motzkin (nombre d’arbres unaires-binaires a n
sommets internes) vérifie
2
y=14+zy+ zy~.
Dans les deux cas, il est aisé d’obtenir d’abord une équation différentielle puis une
récurrence qui permet de calculer efficacement ces nombres par la technique de

scindage binaire. Dans le cas des nombres de Catalan, la récurrence est d’ordre 1,
la suite est donc hypergéométrique et s’exprime aisément.

EXERCICE 4. Trouver une formule explicite des nombres de Catalan. Récrire
le résultat en termes de factorielles, puis de coefficients binomiaux.

EXERCICE 5. A l'aide d’un systeme de calcul formel, calculer une récurrence
linéaire satisfaite par les coefficients de la série y solution de

y=1+zy+2y".
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Les mémes arguments que ci-dessus meénent a une autre propriété de cloture
des séries D-finies.

COROLLAIRE 2. Si f est une série D-finie et y une série algébrique sans terme
constant, alors f oy est D-finie.

La preuve consiste a observer que les dérivées successives de f oy s’expriment
comme combinaisons linéaires des f (i)(y)yj pour un nombre fini de dérivées de f
(par D-finitude) et de puissances de y (par la méme preuve que pour le théoreme 4).
Cette preuve fournit encore un algorithme.

EXEMPLE 6. A l'aide d’un systeme de calcul formel, calculer une récurrence
linéaire satisfaite par les coefficients du développement en série de Taylor de

o (V)

5. Limitations

En général, la composition de deux séries D-finies n’est pas D-finie. Voici trois
résultats plus forts, dont la preuve repose sur la théorie de Galois différentielle et
dépasse le cadre de ce cours.

THEOREME 5. 1. Les séries f et 1/f sont simultanément D-finies si et
seulement si f'/f est algébrique.

2. Les séries f et exp(ff) sont simultanément D-finies si et seulement si f
est algébrique.

3. Soit g algébrique de genre supérieur ou égal a 1, alors f et gof sont D-finies
si et seulement si f est algébrique.

EXERCICE 6. Prouver le sens “si” de ces trois propriétés.

Exercices

EXERCICE 7 (Opérations de cloture pour les équations différentielles linéaires
a coefficients constants). Soient f(X) et g(X) solutions des équations différentielles
linéaires homogenes

amf(m)(X) +--+agf(X) =0, bng(")(X) + -+ bog(X) =0,
avec ag, . . ., am, b, . .., by des coefficients rationnels.

1. Montrer que f(X)g(X) et f(X)+g(X) sont solutions d’équations différentielles
du méme type.

Si le polynome a,, X™ + - - - + ag se factorise sur C en
am (X —ag)B - (X — ag),
on rappelle qu'une base de ’espace des solutions de
am [ (X) 4+ aof(X) =0
est donnée par {e™ X, XemX . XhlemX o eonX XeorX | Xdi—leakX Y

2. Montrer qu'une équation satisfaite par f(X) + g(X) peut étre calculée &
I’aide de I'algorithme d’Euclide.

3. Montrer qu’une équation satisfaite par f(X)g(X) peut étre obtenue par un
calcul de résultant.
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EXERCICE 8 (Puissance symétrique d’équation différentielle). Soient m et d
deux entiers naturels et soient a(X),b(X) deux polynémes dans Q[X]| de degrés au
plus d.

Q1. Montrer qu’il existe une équation différentielle &,, linéaire homogene d’ordre
m + 1, & coefficients dans Q[X], qui admet ¢(X)™ comme solution, quelle
que soit la solution ¢(X) de I’équation différentielle

(&1) y"(X) + a(X)y'(X) + b(X)y(X) = 0.
On admettra que pour toute base (¢1, ¢2) de solutions de &, les fonctions
¢y ", i =0,...,m sont linéairement indépendantes.

Q2. Montrer que si a = 0, alors & : ¢y (X) + 4b(X)y'(X) + 2/ (X)y(X) = 0.

Q3. Expliciter un algorithme pour calculer &,,, en ramenant le calcul final & un
calcul sur des matrices de polynomes.

Q4. Estimer la complexité de cet algorithme en nombres d’opérations dans Q
en fonction de m et d.

Q5. Pour m fixé, on associe a une fonction y de X des fonctions Ly par les
valeurs initiales

Lo(X) = y(X), Li(X)=y'(X)
et la relation de récurrence
Lit1(X) = Li(X) + ka(X) Lk (X) + k(m — k + 1)b(X) Lg—1(X).
(a) Montrer que lorsque y = ¢™, pour 0 < k < m,
Ly(X) = m(m — 1) ... (m — k+ 1)g™*(X)¢/ (X)F,
et Li1(X) =0.
(b) Montrer que Ly,+1(X) = 0 n’est autre que I’équation &,,.

(¢) En déduire des bornes sur les degrés des coefficients de &,, et un
algorithme de complexité O(m>*M(d)) pour le calcul de &,,.

Q6. * Montrer que si a,b € Q, alors &,, est a coefficients constants et qu’on
peut calculer &, en O(M(m)logm) opérations dans Q.

Notes

Les propriétés de cloture des séries D-finies ont été décrites avec leurs applica-
tions par Stanley dans [13] ainsi que dans son livre [14], et par Lipshitz dans [9].

L’utilisation des séries D-finies pour les séries algébriques en combinatoire est
exploitée & de nombreuses reprises par Comtet dans son livre [4], ot il utilise ’al-
gorithme décrit dans la preuve du Théoreme 4. L’histoire de cet algorithme est
compliquée. 11 était connu d’Abel qui Pavait rédigé dans un manuscrit de 1827
qui n’a pas été publié. Ce manuscrit est décrit (p. 287) dans les ceuvres complétes
d’Abel [1]. Ensuite, ce résultat a été retrouvé par Sir James Cockle en 1860 et po-
pularisé par le révérend Harley en 1862 [7]. Quelques années plus tard, il est encore
retrouvé par Tannery [15] dans sa theése, dont le manuscrit est remarquablement
clair et disponible sur le web (& I'url http://gallica.bnf.fr).

Les limitations de la derniere section ne sont pas tres connues. Elles sont dues
a Harris et Sibuya pour la premiere [8] et & Singer pour les deux autres [11].


http://gallica.bnf.fr

Bibliographie 13

En ce qui concerne les algorithmes et les implantations, la plupart des algo-

rithmes présentés dans ce cours sont implantés dans le package gfun de Maple [10].
L’algorithme rapide de la section 1.3 provient essentiellement de [3], qui donne une
variante légérement plus efficace (d’un facteur constant). L’exercice 4 est tiré d’une
réponse a un “défi” [5].
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CHAPITRE 2

Récurrences linéaires a coefficients polynomiaux

Résumé

Pour calculer les n premiers termes d’une suite P-récursive, I’algorithme
direct par déroulement de la récurrence est quasi-optimal vis-a-vis de n.
En effet, sa complexité arithmétique (resp. binaire) est linéaire en n
(resp. quasi-quadratique en n). Le n-iéme terme d’une telle suite peut
étre calculé plus rapidement que ’ensemble des n premiers termes, en
essentiellement /n opérations arithmétiques et n opérations binaires.

Le calcul du n-ieme terme d’une suite P-récursive, donnée par la récurrence a
coefficients polynomiaux

(1) Pr(N)Ungr + -+ po(n)u, =0, (n eN),

intervient fréquemment en combinatoire et pour calculer des troncatures de séries,
ainsi que comme étape clé dans le meilleur algorithme connu pour la factorisation
déterministe d’entiers. Si les coefficients p;(n) ont degré au plus d en n, 'algo-
rithme naif par déroulement de la récurrence (1) a complexité arithmétique O(rdn)
et complexité binaire O (rn? I(dlogn)). Ici, par I(IN') on note le nombre d’opérations
binaires requises pour la multiplication de deux entiers de tailles binaires au plus N'.
Ces complexités sont quasi-optimales vis-a-vis de n, pour le calcul de tous les
n premiers termes. Pour le calcul du n-ieme terme seul, la technique des pas de
bébés / pas de géants décrite en section 2 permet d’atteindre une meilleure com-
plexité arithmétique, en O(rzM(\/c%) log dn 4 r“M(V/dn ) log n) Le gain en racine
de n est typique de la technique.

Cette technique n’est pas bien adaptée pour abaisser la complexité binaire du
calcul du n-iéme terme, lorsque les coefficients des polynomes p; sont entiers. En
revanche, la méthode du scindage binaire de la section 3 fournit une complexité
binaire quasi-optimale, en O(r‘*’ [(dnlogn)log n) Notons que le scindage binaire
n’abaisse en rien la complexité arithmétique, mais améliore pourtant la complexité
binaire jusqu’a la rendre quasi-linéaire en la taille de sa sortie.

Dans le cas spécifique d’ordre r = 1, une suite u est dite hypergéométrique. Re-
marquons que la définition se récrit sous la forme suivante, plus facile & mémoriser :

Unt1 _ po(n)

Un B Y4 (n) .
Autrement dit, le quotient de deux termes successifs de la suite est donné par
I’évaluation d’une fraction rationnelle fixée, sauf peut-étre en un nombre fini de
valeurs de n. Les suites P-récursives et encore plus les suites hypergéométriques

joueront un role important dans des chapitres ultérieurs.

1En particulier on peut prendre I(N) dans O(N log N log log N) si I'on utilise I’algorithme de
type FFT de Schonhage-Strassen [4, Th. 8.24].

15
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1. Calcul naif de n! et de suites P-récursives
La définition de la factorielle comme produit,
n=1x2x--Xn,

montre que n! peut étre calculé en n — 1 opérations arithmétiques.
L’estimation de la complexité binaire de cette méthode repose sur la formule
de Stirling :

1
logn!:nlogn—nloge+§logn—|—0(l), n — oo.

En particulier, nous retiendrons 1’équivalence logn! ~ nlogn qui donne la taille
de n!. La k-ieme étape du produit multiplie k! par k + 1, et donc un entier de
taille logk! ~ klogk avec un entier de taille log(k + 1) ~ logk. Ce produit
déséquilibré cotite donc moins de ck I(log k) opérations binaires pour une certaine
constante c. Le calcul complet de la factorielle par la méthode naive effectue donc

n

> " ckl(logk) = O(n® I(logn))

k=1

opérations binaires. Ces complexités arithmétique et binaire sont quasi-optimales
pour le calcul conjoint des nombres 1!, 2!, ..., n!.

Pour une suite P-récursive donnée par une récurrence de la forme (1), le calcul
de unyr & partir des r valeurs précédentes de la suite demande O(rd) opérations
arithmétiques pour I’évaluation des polynémes (par exemple par le schéma de Hor-
ner) puis O(r) opérations pour effectuer la combinaison linéaire des u,4;. Calcu-
ler w,, & partir des valeurs initiales ug, ..., u,—1; demande donc O(rdn) opérations.

Une premiere amélioration, utilisée au Cours précédent dans la preuve du Th. 2,
vient de l'observation que les coeflicients p; peuvent étre évalués sur les entiers
0,1,2...,n en utilisant des techniques d’évaluation multipoint rapide. La com-
plexité O(rdn) pour le calcul de u,, peut ainsi étre abaissée & O (rM(d) (n/d+logd)).

La complexité binaire par cette méthode découle de nouveau essentiellement
de la croissance de u,,. Pour estimer celle-ci, il est agréable de faire apparaitre u,
comme le quotient v, /w, des suites définies par les récurrences

Un4r +p7'—1(n)vn+7'—1 e +p0 (n)vn = 07 pT‘(n)wn-H' = Wn+r—1, (TL € N)7

et les conditions initiales v; = w; et w; = 1 quand 0 < ¢ < r. Par une vision
matricielle, v,, est donné comme premiere coordonnée du vecteur V,, de la suite
vectorielle définie par la récurrence du premier ordre

0 1
0 1
Vg1 = A(n)V,, avec A(n)= .
0 1
—po(n) .. —pr—1(n)
La matrice A(n) s’écrit sous la forme Asn® + As_1n®~' + ..., pour des ma-
trices constantes A; et un entier § entre 0 et d. Il s’ensuit que sa norme est bornée

par r2¢(d+1)n?, avec le choix de norme || M|| = maX1§igr(Z;:1 |m;;]) sur les ma-
trices. Ici £ représente un majorant commun pour les tailles binaires des coefficients



2. PAS DE BEBES ET PAS DE GEANTS 17

des p; et des conditions initiales ug, ..., u,—_1. Les majorations
[on] < ([Vall < [JA@I|-- - [[AM[To]| < 7™ (n!)?(d + 1)"2"¢

fournissent la borne O(dnlogn 4+ nl + nlogr) sur la taille log |v,|. Par le méme
raisonnement, la taille du dénominateur w, est du méme ordre, si bien que par le
méme type d’argument que pour la factorielle, la complexité binaire du calcul naif
de u,, est O(rn?I(dlogn + £+ logr)).

2. Pas de bébés et pas de géants

On sait que le n-iéme terme d’une récurrence linéaire a coefficients constants
peut étre calculé en complexité arithmétique O(logn). Dans le cas des coefficients
polynomiaux, les choses se compliquent : & ce jour, on ne connait pas d’algorithme
polynomial en logn. L’exemple typique en est le calcul du n-ieme terme de la
factorielle u,, = n!, qui vérifie la récurrence a coefficients polynomiaux wu,4+1 =
(n 4+ 1)u, pour n > 0. Une solution efficace utilise la technique des pas de bébés
et pas de géants et requiert un nombre d’opérations arithmétiques en /n (& des
facteurs logarithmiques pres). Pour simplifier la présentation, supposons que n est
un carré parfait. L’idée de I’algorithme est de poser

P(X)=(X+1)(X+2)- (X +n'/?),
afin d’obtenir la valeur de u,, a ’aide de I’équation

nt/2_1

(2) Uy = H P(jnl/Z)_
§=0

Cette égalité suggere la procédure suivante :

1. Pas de bébés : Calculer les coefficients de P, en O(M(y/n ) logn) opérations
arithmétiques (en construisant un arbre binaire de feuilles X + ).

2. Pas de géants : Evaluer P sur les points 0, v/, 2v/7, ..., (v — 1)V/n
et retrouver la valeur de u, a laide de 'équation (2). En utilisant des
techniques d’évaluation rapide, ceci se fait en O(M(\/ﬁ ) log n) opérations.

Le cotit total de cet algorithme est de O(M (v/n)log n) opérations arithmétiques.
Si la FF'T est utilisée pour la multiplication des polynomes, le gain par rapport a la
méthode directe est de 'ordre de /n, & des facteurs logarithmiques pres, typique
pour la technique des pas de bébés et pas de géants.

Ce résultat se généralise au probleme du calcul d’un terme d’une suite récurrente
linéaire a coefficients polynomiaux. A cette fin, le polynome a considérer est main-
tenant le polynome matriciel

PX)=AX+m) - AX +2)A(X + 1),
pour m = (n/d)*/?. Le produit A(n)---A(1) est le produit de (dn)'/? évaluations

de P, lequel a degré (dn)l/ 2. Ces évaluations matricielles s’obtiennent en réalisant
successivement les évaluations multipoints des r? coordonnées de la matrice P.

EXERCICE 1. Montrer que la complexité arithmétique de ’algorithme esquissé
ci-dessus est en O(r*M(v/dn )log dn + r*M(v/dn)logn).
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EXERCICE 2. Etant donné un polynéme f € K[X] de degré 2 et un entier
N > 0, quel est le nombre d’opérations dans K nécessaires pour déterminer le
coefficient de X du polynéme f~ ? (Indication : La solution directe consiste a
calculer tous les coefficients u,, de f~ modulo XV*+! par exponentiation binaire. Son
cout est de O(M(N )) opérations arithmétiques. Une approche plus rapide repose
sur le fait que les u,, satisfont une récurrence a coefficients polynomiaux d’ordre 2.)

2.1. Factorisation déterministe des entiers. Supposons que nous devons
factoriser un entier N. Tester tous les diviseurs plus petits que v/ N a un coiit
linéaire en v N (dans ce paragraphe, par coiit on entend complexité bit). Afin
d’accélérer ce calcul, Strassen [5] propose de rassembler tous les entiers plus petits
que VN en v/N blocs, chacun contenant v/ N entiers consécutifs. Soit ¢ de 1'ordre
de v/N et notons fo = 1---cmod N, fi = (¢c+1)---(2¢) mod N, ..., for1 =
(c2—c+1)---(c®) mod N. Si les valeurs fo, ..., f._1 sont connues, alors il devient
facile de déterminer un facteur de IV, en prenant des pged de fy,..., fe—1 avec N.
Ainsi, la principale difficulté est de calculer les valeurs f;.

Pour ce faire, on prend K = Z/NZ et F le polynéme (X +1)--- (X +¢) € K[X],
qu’on évalue en les points 0,¢,2¢,...,c(c — 1) en O(M(c)logc) opérations de K.
Par les techniques d’évaluation-interpolation rapide, la complexité totale est de
O(M(V/N)log N) opérations modulo N, soit O(M(+v/N)I(log N)log N) opérations
bits. Notons qu’on ne connait pas de meilleur algorithme déterministe ; 1’existence
d’un tel algorithme est un grand probleme ouvert.

3. Scindage binaire

3.1. Cas de la factorielle. Pour exploiter la multiplication rapide d’entiers,
l'idée consiste & équilibrer les produits en calculant P(a,b) = (a + 1)(a +2)---b
récursivement par

2

Appelons C(a,b) (resp. I(a,b)) le coiit binaire du calcul de P(a, b) (resp. de ab).
Il résulte immédiatement de la méthode que ce cott vérifie I'inégalité

C(a,b) < C(a,m) + C(m,b) + |(log P(a,m),log P(m,b)).

P(a,b) = P(a,m)P(m,b) ot m = V‘LbJ .

Sous I'hypothese raisonnable que la complexité de la multiplication d’entiers est
croissante avec la taille des entiers, le cout du calcul de P(a,m) est inférieur au
coiit du calcul de P(m,b), d’ot la nouvelle inégalité

C(a,b) < 2C(m,b) + |(P(m,b)).
L’utilisation de I'inégalité précédente donne les inégalités successives
C(0,n) <2C(n/2,n) + I(log P(n/2,n))
<4C(3n/4,n) + 21(log P(3n/4,n)) + I(log P(n/2,n))

IN

<2°C(n—2"%n,n) +2¥I(log P(n — 27 %n,n)) + - + I(log P(n/2,n)),
pour tout entier positif k. L’entier P(n — 27 %n,n) est le produit de 27*n facteurs
de taille bornée par logn ; il a donc pour taille 2~ *nlogn. Par sous-additivité de la
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fonction I, la derniere inégalité devient
C(0,n) < 28C(n/2%,n) + kl(nlogn).

En choisissant finalement d’arréter la récursion lorsque n—2%n et n different d’au
plus un, ce qui impose k de 'ordre de logn, on aboutit a la borne

C(0,n) < O(logn) 4+ l(nlogn)logn

donc & une complexité binaire dans O(I(nlog n) log n) Si la multiplication utilisée
est la FFT, cette complexité s’écrit O(n log® nlog log n); si la multiplication est
d’exposant de n strictement plus grand que 1, elle s’écrit O(I(n log n))

3.2. Récurrences d’ordre 1. La factorielle de la section précédente suit
la récurrence u,+1 = (n + 1)u,. On consideére ici tout d’abord les solutions de
récurrences de la forme

Unt1 = p(M)un,  p € Z[X].
Si p a degré d, log p(n) est dans O(dlogn), si bien que la taille de u,, est O(dnlogn).
De méme, pour toute récurrence de la forme
Un+1 = Munv p,q € Z[X}v
q(n)
on peut pour calculer u, appliquer séparément la méme technique de scindage
binaire sur le numérateur et le dénominateur. Si d est le maximum des degrés de p
et ¢, le calcul produit deux entiers de taille O(dnlogn) en un nombre d’opérations
binaires en O(I(dn logn) log n) Ensuite, si le dénominateur est non nul, la méthode
de Newton permet d’effectuer la division finale en O (I (dnlog n)) opérations binaires.

3.3. Calcul de e = exp(1). Le point de départ est la suite (e, ) donnée par
— 1
En = Z E
k=0

Cette suite converge vers e. Plus précisément, il est classique que le terme de reste
dans e — e, se majore par une série géométrique de sorte que

1
0<e—e, < —.
nn!

Pour calculer NV décimales de e par cette série, il suffit de rendre ﬁ inférieur
4 10~N. 11 s’ensuit qu’il suffit de prendre N de sorte que nn! et 10V soient du
méme ordre, c’est-a-dire d’avoir IV proportionnel a n logn. Il suffit donc de prendre
n = O(N/log N) termes dans la série.

La suite (e, )n>0 vérifie e, —e,_1 = 1/n! et donc
nlen —en—1) = €n_1 — en—_2.

Cette récurrence se récrit

() =2 (0 @) (@) = amam—n-a g).

A(n)

Le calcul du produit de matrices peut alors étre effectué par scindage binaire. Le
calcul de e par ce procédé demande donc O(I(V log N) log N) opérations binaires.
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Pour calculer n décimales de e, la premiere étape ci-dessus construit deux entiers
de taille O(Nlog N) = O(n) en O(I(n)logn) opérations binaires. Il faut ensuite
effectuer une division qui ne demande que O(l(n)) opérations par 'algorithme de
Newton. L’ensemble du calcul est donc quasi-optimal. (En outre, le logn n’est
pas présent pour des multiplications comme celle de Karatsuba dont I’exposant de
complexité est supérieur & 1.)

Un autre exemple d’application est donné dans les notes.

3.4. Suites polynomialement récursives. Revenons a présent au cas d’une
suite P-récursive (1). On fait ici I’hypotheése que le coefficient de téte p, ne s’annule
pas sur les entiers 0,...,n—r, ou n est I'indice du terme maximal que ’on souhaite
calculer. On garde les notations d pour une borne sur les degrés des polynémes p;,
et £ pour une borne sur la taille de leurs coefficients lorsque ceux-ci sont entiers.

THEOREME 1. La complexité binaire de la méthode du scindage binaire pour
calculer u,, est en O(r* 1(dnlogn + ¢n + nlogr)logn).

Comme précédemment, cette derniére complexité descend & O(r* |(dnlogn +
¢n+nlogr)) si exposant o de la complexité |(m) = m® est supérieur a 1.

EXERCICE 3. Vérifier les formules de ce théoreme.

Exercices

EXERCICE 4 (Calcul efficace de coefficients trinomiaux centraux). Soit | : N —
N la fonction définie par I(n) = [nlog(n + 1) log(log(n + 3))] pour tout n > 1. On
rappelle qu’il est possible de multiplier des entiers de n chiffres binaires en O(l(n))
opérations binaires et des polynoémes de degré n a coefficients dans un anneau ar-
bitraire en O(I(n)) opérations arithmétiques dans l’anneau.

Soit N € N et soit P = S22 p; X? € Z[X] le polynéme P(X) = (1+ X + X2)N.
1. Montrer que O(I(N)) opérations binaires suffisent pour déterminer la parité
de tous les coefficients de P.
Indication : un entier n est pair si et seulement si n = 0 dans Z/2Z.

2. Montrer que P vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coeffi-
cients polynomiaux. En déduire que les p; suivent une récurrence d’ordre 2
que 'on précisera.

3. Donner un algorithme qui calcule py en O(I(Nlog N)log N) opérations
binaires.

EXERCICE 5 (Calcul rapide de factorielle et de coefficients binomiaux centraux).
Cet exercice montre comment calculer certaines suites récurrentes linéaires plus vite
que par la méthode de scindage binaire.

Soit N € N et soit Q@ = 322N ¢: X' € Z[X] le polynéme Q(X) = (1 + X)2N.

1. Montrer que gy peut étre calculé en utilisant uniquement des additions
d’entiers du triangle de Pascal, c’est-a-dire 'identité suivante :

n n—1 n—1
= > > 1.
()=o) () ez

Quelle est la complexité binaire de cet algorithme 7
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On admet que le calcul de tous les nombres premiers inférieurs & N peut étre effectué
en O(N log N/loglog N) opérations binaires, qu’il existe au plus 3N/log(N) tels
nombres premiers et que la multiplicité avec laquelle apparait le nombre premier p
dans la factorisation de N! vaut
[N
ind(p, N) = Z [pz} ,
i=1
ou la notation [z] représente la partie entiere de z.

2. Montrer que le calcul de ind(p, N) peut étre effectué en O(I(log N)log N)
opérations binaires.

3. Montrer que la décomposition en facteurs premiers de N! peut étre effectuée
en O(I(N)log N) opérations binaires, ainsi que celle de gy .

4. Montrer que N! et gy peuvent alors étre reconstruits en respectivement
O(I(Nlog N)loglog N) et O(I(N)log N) opérations binaires.

Notes

L’algorithme par pas de bébés et pas de géants a été introduit par Strassen [5]
et généralisé dans [2] au probleme du calcul d’un terme d’une suite P-récursive.

L’exercice 2 est inspiré de [3, Pb. 4].

Le raisonnement de §3.3 se généralise au calcul des sommes convergentes de
suites hypergéométriques. En particulier, c’est ainsi que les systémes de calcul for-
mel calculent rapidement 7 par une formule découverte par les freres Chudnovsky :

(A+nB)
; C3/2 Z 3n 'n'3C3"

ou A = 13591409, B = 545140134 et C’ = 640320.
La partie de 'exercice 5 consacrée au calcul de N! est due a P. Borwein [1].

Bibliographie
1

Borwein (Peter B.). — On the complexity of calculating factorials. Journal of Algorithms, vol. 6,
n° 3, 1985, pp. 376-380.

Chudnovsky (D. V.) and Chudnovsky (G. V.). — Approximations and complex multiplication
according to Ramanujan. In Ramanujan revisited, pp. 375-472. — Academic Press, Boston,
MA, 1988.

Flajolet (Philippe) and Salvy (Bruno). — The Sigsam challenges : Symbolic asymptotics in
practice. SIGSAM Bulletin, vol. 31, n° 4, December 1997, pp. 36-47.

[4] von zur Gathen (J.) and Gerhard (J.). — Modern computer algebra. Cambridge University
Press, New York, 2nd edition, 2003.

Strassen (V.). — Einige Resultate liber Berechnungskomplexitat. Jber. Deutsch. Math.- Verein.,
vol. 78, n° 1, 1976/77, pp. 1-8.

[2

3

5






CHAPITRE 3

Résolution d’équations différentielles linéaires

Résumé

Les solutions polynomiales ou rationnelles d’équations différentielles linéaires
s’obtiennent en utilisant des développements en série et la structure des
ensembles de séries solutions.

L’objectif de ce cours est de décrire des algorithmes permettant de calculer les

solutions polynomiales et rationnelles d'une équation de la forme
n
(1) Ly(z) =Y ag(x)y™(z) =0,
k=0

ou les coefficients ag, & = 0,...,n sont des polynomes a coefficients dans un
corps K. De maniere équivalente (voir §1), ces algorithmes permettront de résoudre
le systeme

(2) Y'(x) = A(2)Y (2),

ol A(x) est une matrice de fractions rationnelles de K(z) et Y un vecteur.
Ces algorithmes seront utilisés dans un cours ultérieur pour le calcul d’intégrales
définies.

1. Systéme et équation

L’équivalence entre équation linéaire d’ordre n et systeéme linéaire d’ordre 1 sur
des vecteurs de taille n est classique. Nous détaillons les calculs en jeu.

L’équation (1) est transformée en une équation de la forme (2), en posant
Y = (4o, Yn_1)" ot y; = y® pour i = 0,...,n — 1. La matrice A est alors une
matrice compagnon

0 1 0 0
1
3) A= o
0 R ¢ 1
ag An—1

A l'inverse, pour toute matrice A intervenant dans un systeme de type (2), une
équation différentielle de type (1) peut étre obtenue pour n’importe quelle combi-
naison linéaire a coefficients dans K des coordonnées d’une solution Y. En effet, les
dérivées successives Y, Y’ Y” ... sont des vecteurs dans un espace de dimension n
ot n est la taille de la matrice. Il existe donc un k < n tel que Y,...,Y*) soient
liés sur K. Multiplier a gauche par un vecteur constant donne 1’équation cherchée.
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EXERCICE 1. Trouver une équation différentielle linéaire satisfaite par y; solu-
tion de

YL =Ty — Y2, Yo = Y1 — TYa.

2. Solutions séries et singularités

Avant de rechercher le développement en série de solutions de I’équation (1) ou
du systeme (2), il est utile de localiser les singularités. Le point de départ est une
version du théoréeme de Cauchy sur les équations différentielles :

THEOREME 1. Si A(z) est une fonction de C dans C**" analytique dans une
région simplement connexe R du plan complexe, alors l’équation

Y'(z) = A(2)Y (z)

posséde une unique solution telle que Y (o) = U pour tout « € R et U € C™. Cette
solution est analytique dans R.

L’application de ce résultat & ’équation (2) montre qu’en tout point ol A est
analytique (développable en série entiére), il existe une base de solutions séries
entiéres convergentes. Au vu de la matrice compagnon (3), il en va de méme pour
les solutions de 1’équation (1) en tout point ou le coefficient de téte a,, est non-nul.
A contrario, les seuls points ol le systeme (2) peut ne pas admettre de solution
série sont les racines de a,,.

DEFINITION 1. On dit que o € C est un point ordinaire de 1'équation (1)
si an () # 0. On dit qu'il est singulier dans le cas contraire.

EXEMPLE 1. La fraction rationnelle y = 1/(1 — z) est solution de ’équation
(1= 2)y () —y(x) =0

Le complexe o = 1 est singularité de la solution et donc nécessairement point
singulier de I’équation, ce qui s’y traduit par 'annulation du coefficient de téte.

EXEMPLE 2. Le polynéme 2'0 est solution de 1’équation
10xy’ (x) — y(z) = 0.

La solution n’a pas de point singulier complexe, mais le complexe o = 0 est point
singulier de ’équation ; le théoreme de Cauchy ne s’y applique pas.

Une autre conséquence utile de ce théoreme est que les fonctions D-finies ne
peuvent avoir qu’un nombre fini de singularités (les racines du coeflicient de téte).
Il s’en déduit des résultats négatifs.

EXEMPLE 3. La fonction 1/ sin x ne satisfait pas d’équation différentielle linéaire
a coefficients polynomiaux.

EXEMPLE 4. La suite des nombres de Bernoulli, qui interviennent en particulier
dans la formule d’Euler-Maclaurin, ne peut étre solution d’une récurrence linéaire
a coefficients polynomiaux, puisque la série génératrice exponentielle

e n
Z Bni -
— nl exp(z) -1

a une infinité de poles (aux 2ikw, k € Z*).
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Le théoreme ci-dessus entraine aussi la possibilité de développer les solutions
en série. Soit

A= mkin(val(ak) —k), w:= mgx(deg(ak) — k),

ou val(p(x)) désigne le plus grand entier m tel que ™ divise p(z), que l'on appelle
la valuation de p. Alors les coefficients de 1’équation (1) se récrivent

lL .
ag(x) = Z akﬂvx”k.
i=A

Ceci permet de définir les polynomes
u;(x) = Z agx(x—1)---(r —k+1),
k=0

de sorte que si y = > °_ vz’ (K € Z) est une série de Laurent solution de (1),
ses coeflicients satisfont la récurrence

(4) ux(i = A)yiox + -+ up(i — p)Yimp =0

pour tout ¢ € Z (les y; d’indice inférieur & —K sont supposés nuls).

DEFINITION 2. Le polynéme uy s’appelle polynéme indiciel de 1’équation (1)
a lorigine ; le polynéme u,, est son polynéme indiciel a l’infini.

En changeant la variable x en = 4+ a dans ’équation, le méme calcul fournit
deux polynomes. C’est un exercice de montrer que le polynéme indiciel a I'infini est
inchangé. L’autre s’appelle le polynome indiciel en «.

PROPOSITION 1. Si 0 est un point ordinaire pour l’équation (1), alors pour
tout U = (ug,...,un—1) € C", les coefficients du développement en série de la
solution y de (1) telle que y*®(0) = wuy, k = 0,...,n — 1 sont donnés par la
récurrence linéaire (4).

DEMONSTRATION. Il suffit de prouver que le coefficient de téte de la récurrence,

a savoir uy (i — A), ne s’annule pas pour i — A =n,n + 1,..., ce qui permet alors
le calcul de y;45 a partir des précédents. En effet, lorsque 1'origine est ordinaire,
le coefficient a,, est tel que a,(0) # 0 et donc val(a,) —n = —n est minimal.

Donc A = n et up(z) = an(0)z(z—1)--- (x —n+1), ce qui permet de conclure. O

En effectuant le changement de variable x — x 4+ «, le méme raisonnement
s’applique a tout point o ordinaire.

3. Solutions polynomiales

S’il existe une solution polynomiale de degré N, ’équation (4) avec i — yu = N
montre que u,(N) = 0. Ceci fournit un procédé pour trouver les degrés possibles
des solutions polynomiales.

Supposons d’abord que l'origine est un point ordinaire de 1’équation. Alors une
solution polynomiale est une solution dont le développement en série n’a que des
coefficients nuls & partir du degré N. D’apres la récurrence (4), il suffit que les
coefficients des degrés N +1 a N + u — X le soient. L’idée est alors de constater
que cette observation se ramene a un calcul d’algebre linéaire. Voici le détail de
I’algorithme :
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1. Calculer la récurrence (4);

2. Calculer la plus grande racine entiere positive N de wu,. Si N n’existe pas,
il n’existe pas de solution polynomiale non-nulle ;

3. Pour 0 <i <n — 1, utiliser la récurrence pour calculer une série solution
N+p—A
i j NA+p—A+1
yi=a'+ E Yijo0 + Oz AT,

j=n
4. Former la matrice M = [y; ;],0<i<n, N+1<j<N+pu—2A;
5. Calculer une base B du noyau de la transposée M ;

6. L’ensemble des coyo + - -+ ¢p—1yn—1 pour (co, - .., cn—1) dans B forme une
base de ’espace des solutions polynomiales.

Si 'origine n’est pas un point ordinaire de I’équation, il n’est pas garanti que
la récurrence (4) permette de calculer les séries solutions. Deux approches sont
alors possibles : soit on étend les calculs précédents pour s’adapter au cas singulier,
soit, plus simplement, on trouve un point ordinaire (il y en a au moins un parmi
0,1,...,deg(a,) et on effectue les calculs en ce point.)

4. Solutions rationnelles

Les solutions rationnelles ne peuvent avoir de pole (zéro de leur dénominateur)
qu’en une singularité de ’équation. De la méme maniere que pour les degrés des
solutions polynomiales, les multiplicités possibles des poles sont données par les
racines entieres négatives du polynome indiciel en ces singularités. Ceci conduit
a un algorithme simple, essentiellement du a Liouville, pour calculer les solutions
rationnelles de (1).

1. En toute racine « de a,, :
— calculer le polynéme indiciel p,(n) ;
— calculer la plus petite racine entiere négative N, de p,, s’il n’en
existe pas, faire N, :=0;
)~Ne

)

2. Former le polynoéme P =[], (,)—o(z —

3. Effectuer le changement de fonction inconnue y = Y/ P et réduire au méme
dénominateur ;

4. Chercher une base B des solutions polynomiales de cette nouvelle équation.
Une base des solutions rationnelles est formée des fractions {b/P,b € B}.

La preuve de 'algorithme se réduit a observer que P est un multiple du dénominateur
de toute solution rationnelle. Cet algorithme permet également de trouver les so-
lutions rationnelles du systeéme (2), en se ramenant & une équation. Il existe aussi
d’autres algorithmes plus directs.

Notes

Les idées de base de I’algorithme de recherche de solutions rationnelles sont
dues a Liouville [3] qui donne également une méthode par coefficients indéterminés
pour trouver les solutions polynomiales. La présentation qui utilise les récurrences
donne un algorithme de méme complexité mais fait mieux ressortir la structure du
calcul [1].
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La recherche de solutions d’équations différentielles linéaires ne s’arréte pas

aux solutions rationnelles. En utilisant la théorie de Galois différentielle, il existe
une algorithmique sophistiquée de recherche de solutions liouvilliennes (c’est-a-dire
formées par 'application répétée d’exponentielles, d’intégrales et de prise de racines
de polynomes). Les calculs se raménent a la recherche présentée ici de solutions ra-
tionnelles pour des équations (les puissances symétriques, voir Ex. 8 pour l'ordre 2)
formées a partir de I’équation de départ [4, 5, 6].

(1]

[2

3

4

[5

[6]
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CHAPITRE 4

Solutions rationnelles de récurrences

Résumé

Un petit noyau d’algorithmes relativement simples permet de trouver
les solutions polynomiales et rationnelles de récurrences linéaires. La
résolution dans ces classes « élémentaires » est la base de toute une
algorithmique sur les suites, qui sera étudiée en détail au cours suivant.

Ce cours porte sur la résolution d’une relation de récurrence linéaire en ses solu-
tions polynomiales et rationnelles, c’est-a-dire en ses suites solutions dont le terme
général est donné par ’évaluation d’un polynoéme, respectivement d’une fraction ra-
tionnelle, en 'indice de la suite. La résolution dans ces classes « élémentaires » est
la base de toute une algorithmique sur les suites. Au cours 5 'algorithme de Gosper
pour la sommation indéfinie se ramene a des résolutions en solutions rationnelles. Il
en est de méme pour d’autres applications, telles la résolution de récurrences dans
des classes de solutions plus complexes (sommes emboitées, quotients de sommes),
ou encore la désingularisation et la factorisation d’une récurrence.

Les questions de complexité ne sont pas abordées ici. Le corps K qui est uti-
lisé dans certains énoncés a toujours caractéristique nulle, et on peut penser que
K est le corps Q sans que cela limite la portée des idées de ce cours. Le terme
« constante » est employé pour désigner un élément du corps K : une constante est
alors indépendante de 'indice de sommation (k sur les exemples donnés plus haut).

Pour fixer la notation, la récurrence dont on cherche les solutions est

(1) Lu(n) = ap(n)u(n + k),
k=0
ou les ay(n) sont des polynéomes de K[n|, de degrés au plus d.

1. Solutions polynomiales

Le coeur technique de ce cours est dans cette section, organisée par généralité
croissante. Les sections qui suivent, bien plus courtes, montrent ’application de la
recherche de solutions polynomiales a la recherche de solutions rationnelles.

1.1. Equation homogeéne. Il s’agit ici de trouver les polynémes P (n) tels que
LP(n) = 0. Une premiere observation simple est que L est une application linéaire
de K[n|p, l'espace vectoriel des polyndémes de degré au plus D, dans K[n]pa,
pour tout D € N. Les noyaux des restrictions de L & K[n]p pour D = 0,1,...
forment une suite croissante d’espaces vectoriels stationnaire a partir d’un certain
indice Dy. L’algorithme consiste donc a trouver une borne sur cet indice (c’est-a-
dire sur le degré maximal des polynomes solutions) et & calculer une base de I’espace
correspondant.
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EXEMPLE 1. Observons que la récurrence
Lu(n) = nu(n+ 1) — (n 4+ 100)u(n) =0
a pour solution le polynéme u(n) = n(n+1)--- (n + 99) de degré 100. Notre but
dans cet exemple est de montrer que I’ensemble des solutions polynomiales de cette
récurrence est exactement ’ensemble des multiples de w par une constante.
L’application de Popérateur L sur un monéme n? donne
Lnt = (d—100)n + - - -,

ou les points de suspension correspondent & des termes de degré au plus d — 1. Par
linéarité, un polynéme f de degré d autre que 100 est tel que Lf a aussi degré d.
Il s’ensuit que les solutions polynomiales ne peuvent avoir que degré 100, d’ou le
résultat annoncé.

Cet exemple se généralise. Pour y voir plus clair, il est plus commode de récrire
les décalages u(n—+k) de la suite initiale en terme de différences finies. Ainsi, on note
Au(n) = u(n+ 1) —u(n) et, par récurrence, A 1u(n) = (AFu)(n+1) — (A*u)(n).
La récurrence a annuler prend la forme

Lu= Z br(n)A*u =0
k=0

pour de nouveaux polyndémes by. L’opérateur A fait décroitre de 1 exactement le
degré des polynomes. Ainsi
deg(A¥P) < max(deg P — k,0),
avec égalité tant que AFP # 0, et donc deg(LP) < deg P + maxy{deg(bx) — k}.
Soient alors
b:= m};&x{deg(bk) -k}, E:={k|deg(by) —k=0b}.
Ces quantités vont servir & fournir une borne sur le degré des solutions.
EXEMPLE 2. La récurrence de ’exemple précédent se récrit
(nA —100)(u,) = 0;
Uentier b vaut 0 et I’ensemble E est {0,1}.

Soit D le degré d’une solution. La discussion distingue deux cas :
— soit D +b < 0, et alors —(b+ 1) est une borne sur D
— sinon le coefficient de degré D + b dans L(n? + ---) vaut

> le(br)D(D = 1)+ (D =k + 1),
kEE
ot lc désigne le coefficient de téte (leading coefficient). Cette expression, vue
comme un polynoéme en D, s’appelle le polynome indiciel de la récurrence,
lequel est non nul.
Cette discussion mene au résultat suivant.

PROPOSITION 1. Une borne sur le degré des solutions polynomiales de l'opérateur
L =" bi(n)AF est donnée par le mazimum de —(b+1) et de la plus grande racine
entiére positive du polynome indiciel de L.

Un algorithme simple consiste alors a calculer cette borne et a rechercher ensuite
les solutions par un calcul d’algebre linéaire.
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EXERCICE 1. Trouver les solutions polynomiales de la récurrence
3u(n+2) —nu(n+1) + (n — Lu(n) = 0.

1.2. Equation inhomogeéne. L’opérateur L étant un endomorphisme linéaire
de K[n], '’équation inhomogene Lu(n) = Q(n) ne peut avoir de solutions polyno-
miales que si @ est un polynome. La discussion qui précéde montre qu’'une borne
sur le degré de ces solutions est donnée par le maximum de deg(Q) — b et de la
borne obtenue pour la partie homogene. Le reste du calcul est a nouveau réduit a
de 'algebre linéaire en dimension finie. Une autre maniere d’aboutir a cette borne
consiste & appliquer A€ @+1 qux deux membres de I’équation inhomogene pour la
rendre homogene et appliquer le calcul précédent.

EXERCICE 2. Montrer que pour a = 0 la récurrence
3u(n +2) —nu(n +1) + (n — Du(n) = —2(n — a)®
n’a pas de solution, alors que pour a = 5, elle en a.

1.3. Equation inhomogeéne paramétrée. Le probléme est ici de trouver s’il
existe un polynéme u(n) et des constantes A1,..., A\; € K tels que

Lu(n) = MQ1(n) + - + M Qi (n),

les polynémes @; étant donnés. La borne sur le degré de u(n) vient d’étre donnée.
Il ne reste qu’a observer que les équations qu’il faut ensuite résoudre sont linéaires
non seulement en les coefficients du polyndme, mais aussi en les A;. Une fois encore,
le probleme est ainsi réduit a un calcul d’algebre linéaire.

EXERCICE 3. Résoudre en (u, A, u) la récurrence

3u(n 4+ 2) —nu(n + 1) + (n — Du(n) = An® + un?.

2. Solutions rationnelles : Algorithme d’Abramov

2.1. Equation homogeéne. Le probléeme est maintenant de trouver les solu-
tions rationnelles de 'équation Lu(n) = 0. L’algorithme procéde en deux temps :
d’abord le calcul d’'un multiple des dénominateurs des solutions, ensuite un chan-
gement de fonction inconnue pour ramener la recherche du numérateur a celle de
solutions polynomiales d’une nouvelle équation linéaire, probleme qui vient d’étre
traité.

Pour trouver un multiple du dénominateur, on peut observer que les poles de
u(n),u(n + 1),...,u(n + m) sont décalés les uns des autres. Si u n’a pas deux
poles différant d’un entier, il ne peut donc y avoir de solution rationnelle que si le
dénominateur @ de u vérifie

Q) lao(n), Qn+1)|ai(n),...., Qn+m)|am(n),
et donc dans ce cas un multiple du dénominateur est donné par
pged(ao(n), ar1(n—1),...,am(n —m)).

En général cependant, il peut y avoir des racines de @ qui different d’un entier et
cet argument n’est plus valable. Or, si « et 3 sont deux racines de @ telles que
a — f =k € N est maximal, alors nécessairement ag(a) = 0 et a,, (8 —m) = 0.
L’algorithme suivant utilise cette idée pour fournir un multiple de Q.
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Multiple du dénominateur
Entrée : la récurrence Lu(n) = 0, avec L donné par Iéqua-
tion (1);
Sortie : un multiple du dénominateur des solutions rationnelles.
1. Calculer le polynome
R(h) = Res, (ao(n +h),am(n— m));

2. Si R n’a pas de racines dans N, alors renvoyer le po-
lynéme 1; sinon, soit h;y > ho > --- > h, > 0 ses
racines entieres positives. Initialiser @ & 1, A & ap(n),
B aap(n—m);

3. Pour i =1,...,m faire

g(n) := pged(A(n + h;), B(n)) ;
Qn) :=g(n)g(n —1)---g(n — hi)Q(n);
A(n) :== A(n)/g(n — hs);
B(n) := B(n)/g(n);

4. Renvoyer Q.

Le polynéme dans l’étape (1) est un résultant particulier qui peut se calculer
efficacement comme une somme composée.

Il est possible de raffiner un peu cet algorithme pour obtenir des multiples de
degré moindre du dénominateur, c’est ce que fait Abramov dans [2] et aussi dans
certains cas en tenant compte de tous les a; dans [1]. Une maniére plus directe
d’aboutir & ces raffinements & été donnée par van Hoeij [3].

EXERCICE 4. Trouver les solutions rationnelles des récurrences suivantes :
(n+ Dupg1 — nu, =0,
(n+1)(n+3)upt2 —2(n+ 2)nupt1 + (n — 1)(n + 1)u, =0,
(n+3)(n +2)(n* 4+ 6n 4+ 4)u(n +2) — (n + 1)(3n® + 27n? + 64n + 48)u(n + 1)
+2n2(n? + 8n + 11)u(n) = 0.

2.2, Equation inhomogeéne. Comme pour les solutions polynomiales, I'image
d’une fraction rationnelle par L étant une fraction rationnelle, il ne peut y avoir
de solution rationnelle de ’équation inhomogene que si le membre droit est ration-
nel. Dans ce cas, réduire I’équation au méme dénominateur mene & une équation
pour laquelle un multiple du dénominateur des solutions rationnelles est obtenu en
considérant la partie homogeéne. Apres changement de fonction inconnue, le calcul
se ramene a la recherche de solutions polynomiales d’une équation inhomogene.

2.3. L’ordre 1. Lorsque la récurrence est d’ordre 1, il est en outre possible
de prédire des facteurs du numérateur. En effet, dans la récurrence

a(n)u(n + 1) + b(n)u(n) = ¢(n),
si b et ¢ ont une racine commune, qui n’est pas un poéle de u et qui n’est pas une
racine de a, alors elle est nécessairement racine de u(n+1). De méme, si a(n) et ¢(n)
ont une racine commune qui n’est pas un pole de u(n + 1) et qui n’est pas racine
de b, alors elle est racine de u(n).

Ces calculs préalables permettent de réduire le degré des coefficients de I’équation
dont on recherche ensuite les solutions polynomiales.
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2.4. Equation inhomogeéne paramétrée. Le méme argument que ci-dessus
mene a une conclusion similaire : un multiple du dénominateur s’obtient par les
méthodes du cas homogene, et le changement de fonction inconnue ramene a la
résolution d’une équation inhomogene paramétrée.
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CHAPITRE 5

Sommation indéfinie et définie de suites
hypergéométriques

Résumé

Les algorithmes vus au Cours 4 sont appliqués pour trouver les sommes
indéfinies de suites hypergéométriques, pour la recherche de solutions
hypergéométriques de récurrences linéaires et pour trouver des sommes
définies de suites hypergéométriques.

Voici quelques exemples de sommes dont le traitement algorithmique est détaillé
dans ce cours.

~ k-1 2n+l
;k(k+1)2k: w1 ¢
" (3k)! _ (81n% +261n +200)(3n+2)! 9
kz::()k!(k+l)!(k+2)!27k T 40(n+2)! (n+1)nl27m 2
a,b B . (a)r(b)p ~ I'(c—a—-0)I'(c)
2F1< c 1) 72 (e)k!  T(c—a)l(c—1b)’

k=0

Z(l)k<a+b) <a+c> (b+c> _ (a+b+c)!.
a+k/\c+k/\b+k aldb! ¢!
kEZ
Les deux premieres sont calculées a l'aide de sommes indéfinies, c¢’est-a-dire des
analogues discrets de la primitive ; pour les deux suivantes, il n’existe pas de somme
indéfinie hypergéométrique, mais ces sommes définies, ou toutes les valeurs possibles
de I'indice de sommation sont parcourues, peuvent étre calculées automatiquement.
Les deux dernieres sommes sont classiques; la premiere est due a Gauss, la seconde
a Dixon. Dans la derniere, on adopte la convention que les binomiaux (§ ) sont nuls
lorsque b < 0 ou b > a.

Une chaine complete d’algorithmes permettant de trouver les membres droits
des identités ci-dessus est détaillée dans ce cours et dans le suivant.

1. Sommation hypergéométrique indéfinie. Algorithme de Gosper

La recherche de formes closes pour la sommation est souvent naturellement
posée en terme de suites hypergéométriques. Apres quelques définitions et propriétés
de ces suites, nous abordons leur sommation.

1.1. Suites hypergéométriques.

DEFINITION 1. On appelle suite hypergéométrique une suite P-récursive vérifiant
une récurrence linéaire d’ordre 1.

35
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Une telle récurrence, de la forme

_ P,
(]-) Un+1 = Q(n) sy

ou P et @ sont des polynémes admet une solution explicite a ’aide de la fonction I'.
Cette fonction est classiquement définie pour $(z) > 0 par I'intégrale d’Euler

—+oo
I'(z) = / t*"te tdt.
0
Une intégration par parties montre ’équation fonctionnelle
I(z+1) = 2I'(2).
Une premiere conséquence de cette équation est de fournir un prolongement méro-
morphe de I" & C\ Z~. Gréce a la valeur facile & calculer I'(1) = 1, cette équation
montre aussi que pour tout entier positif n, I'(n + 1) = n!l. Enfin, I’équation fonc-
tionnelle permet de résoudre la récurrence (1) sous la forme
le(P)\" I'in — « I'(-p
R (ICEQD 1] §<—a>) 11 r(é E ;r
P(a)=0 Q(B)=0
ou le(p) désigne le coefficient de téte du polynéme p.
Cette formule est valable tant que les valeurs des points ou est évaluée I' ne
sont pas des entiers négatifs ou nuls, c’est-a-dire pour « € N et 3 ¢ N. Elle continue
d’étre valable lorsque o € N a condition d’interpréter le premier quotient comme

une limite : d’apres ’équation fonctionnelle, pour k et n deux entiers positifs ou
nuls,

s—k D(—s) (—1)"(k57!n)!, sin<k.

Cette limite correspond bien a ce qui est attendu : si £ € N est une racine de P,
alors ug41 = 0 et par suite u,, = 0 pour n > k.

Lorsque 8 € N, la méme limite peut étre utilisée tant que n < 3, et la suite
cesse d’étre définie pour n > (.

Les suites hypergéométriques jouent un role important en analyse classique,
ou elles apparaissent comme coefficients de Taylor des séries introduites par la
définition suivante.

hml"(n—s)_{o, sin>k;

DEFINITION 2. On appelle série hypergéométrique généralisée et on note
aly...,a
F I’ » P

Pie (bl,...,bq x)

(a1)n -~ (ap)n ﬁ
Z (01)n <+ (bg)n n!”

ou la notation (a), représente le produit a(a —1)---(a —n +1).

la série

n>0

Des cas particuliers de séries qui s’expriment a I’aide de séries hypergéométriques
généralisées sont les séries exp(x), log(1 + x), les dilogarithmes et polylogarithmes,
les fonctions J, de Bessel, les fonctions d’Airy, etc.

EXERCICE 1. Récrire I'identité de Dixon en terme de valeur d’une 3F5 en 1.
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1.2. Algorithme de Gosper. Etant donnée une suite hypergéométrique u(n),
le probléme de sommation indéfinie hypergéométrique de u(n) consiste a déterminer
s’il existe une autre suite hypergéométrique U(n) telle que U(n+1) —U(n) = u(n)
et si oui, la calculer.

Une observation simple est formulée dans le lemme suivant.

LEMME 1. SiU(n) est une suite hypergéométrique et L un opérateur de récurrence
linéaire d coefficients polynomiauz, alors il existe une fraction rationnelle r(n) telle
que LU (n) = r(n)U(n).

DEMONSTRATION. 7(n) n’est autre que le reste de la division euclidienne de L
par le polynéme unitaire de degré 1 donnant la récurrence qui annule U(n). Plus
explicitement, si U(n) est hypergéométrique, par définition, il existe une fraction
rationnelle R(n) telle que U(n+ 1) = R(n)U(n) et donc par récurrence U(n + k) =
R(n+k —1)---R(n)U(n) pour tout k. Le résultat s’en déduit additionnant les
contributions. ]

Ce lemme entraine qu’une somme hypergéométrique U(n) de u(n) doit étre le
produit de u(n) par une fraction rationnelle R(n). Diviser la récurrence U(n+ 1) —
U(n) = u(n) par u(n) réduit alors le calcul & celui de la recherche de solutions
rationnelles de I’équation inhomogene

u(n+1)
u(n)

d’ordre 1, probleme traité dans la section précédente, particulierement en 2.3. L’al-

gorithme ainsi obtenu est connu sous le nom d’algorithme de Gosper [3].

(2) R(n+1) — R(n) =1,

2k (k—1)
E(k+1) -

EXERCICE 2. Calculer une somme indéfinie de

EXEMPLE 1. L’algorithme de Gosper permet également de donner des réponses
négatives. Voici en détail comment il permet de prouver par I'absurde que Y _;_, 1/k!
n’est pas hypergéométrique.

Si S(n) est une telle somme, elle doit étre le produit de 1/n! par une fraction
rationnelle r(n). Cette fraction satisfait donc la récurrence

1 r(n+1) r(n)
( ) () (n+1)!  (n+1)! n!
En chassant les dénominateurs, il reste
r(n+1)—(n+r(n) =1.

Le résultat de l'algorithme « Multiple du dénominateur » d’Abramov montre que
r doit étre un polyndéme : les poles de plus petite partie réelle de r doivent étre
annulés par 1. Enfin,  ne peut pas non plus étre un polynéme : son terme de plus
haut degré ne disparait pas par évaluation de la récurrence.

1.3. Sommation paramétrée. Etant données k suites hypergéométriques
ui(n),...,ug(n), il s’agit de déterminer, si elles existent, une suite hypergéométri-
que S(n) et des constantes A1,..., A telles que

S(n+1)—Sn) = ui(n) + -+ Apug(n).
D’apres la discussion précédente, si A;\; # 0 alors u; et u; sont similaires au sens
ol u;(n)/u;j(n) est rationnel. Il suffit donc de considérer le cas ou tous les u; sont
similaires & une méme suite u(n). Dans ce cas, le membre droit de (2) est remplacé
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par une combinaison linéaire des \; a coefficients des fractions rationnelles et la
méthode de la section précédente s’applique.

2. Sommation hypergéométrique définie. Algorithme de Zeilberger

Les suites considérées dans cette section sont hypergéométriques en deux va-
riables, c’est-a-dire que
u(n+ 1,k) u(n, k+1)
AT AT
u(n, k) u(n, k)
sont deux fractions rationnelles en n et k. Le probléeme de sommation définie hy-
pergéométrique est de déterminer si

U(n) = Z u(n, k)
k

est hypergéométrique et si oui, le trouver. La somme porte sur toutes les valeurs k €
Z, étant entendu que bien souvent ces sommes ont en fait un support fini. Plus
précisément, l'intervalle de sommation s’arréte aux bornes naturelles de sommation,
indices ou par hypotheése la suite et toutes ses décalées par rapport a l'autre indice
(n) s’annulent.

EXEMPLE 2. Des sommes simples traitées par cet algorithme sont

(- =) -()

Dans ces deux exemples, en dehors de k € {0,...,n}, les binomiaux sont nuls.

Du point de vue de la P-récursivité, il n’est pas seulement utile de déterminer
U(n) 'il est hypergéométrique, mais plus généralement de trouver une récurrence
linéaire a laquelle il obéit. C’est ce que réalise l'algorithme de Zeilberger. Trouver
si la somme est hypergéométrique se ramene alors a la recherche de solutions hy-
pergéométriques de récurrences linéaires, probléeme qui est traité par ’algorithme
de Petkovsek dans la section suivante.

2.1. Principe de la création téléscopique. On cherche un opérateur
(3) (Sk — 1)Q(n, k, Sy, Sk) — P(n,Sy)
qui annule la suite u(n, k) & sommer (S,, et Si désignent les opérateurs de décalage
en n et k, Syu(n, k) = uln+ 1,k) et Spu(n, k) = u(n,k + 1)). Une fois un tel
opérateur trouvé, la sommation sur k est aisée, et I’hypothese de bornes naturelles
conduit a I’égalité
P(n,Sp)U(n) = 0.

EXEMPLE 3. En suivant ce modele, voici une preuve compliquée que

Un)=Y" (Z) =on,

k
Le point de départ est 'opérateur de I'identité du triangle de Pascal

SpSk — Sk — 1,

qui se récrit

(Sk - 1)(Sn - 1) + (Sn - 2)'
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En termes plus explicites, cet opérateur se traduit

()= ()= () () () =) -
En sommant sur k € Z, les premiers termes se téléscopent deux a deux, et il reste
Un+1)—-2U(n)=0.
La fin de la preuve provient de la condition initiale S(0) = 1.

2.2. Algorithme de Zeilberger. Il reste a voir comment trouver les opérateurs
P et @ de I'équation (3) dans le cas général. L’idée de Zeilberger est que cette
équation

P(n, Sp)u(n, k) = (S, — 1)Q(n, k, Spn, Sk)u(n, k)

signifie que Qu est une somme hypergéométrique indéfinie de P(n, Sy, )u par rapport
ak.

L’algorithme procede alors incrémentalement sur le degré de P en S,,. Pour
m =1,2,..., il faut chercher sl existe des A;(n) (les coefficients de P) tels que

A1 (m)u(n, k) + Aa(n)u(n + 1, k) + - - + A (n)u(n + m, k)

ait une somme hypergéométrique. L’algorithme pour cela a été présenté dans la
section précédente.

2.3. Terminaison. L’algorithme ne termine pas en général. Les premiers,
Wilf et Zeilberger ont délimité une classe importante, les suites proprement hyper-
géométriques sur lesquelles la terminaison et par conséquent le succes sont garantis.
Ces suites sont de la forme

Hle(am —+ blk‘ + CZ)'
H:il(um + 117;]{1 + dz)' ’

ou les a;, b;, u; et v; sont des entiers, £ et m sont des entiers positifs, P est un
polynéme et Z une constante.

u(n, k) = P(n, k) Z"

PROPOSITION 1. L’algorithme de Zeilberger termine si u(n, k) est proprement
hypergéométrique.

La preuve est un peu longue et n’a pas été abordée dans le cours. L’idée est
de prouver un résultat légerement plus fort, a savoir l'existence d’un polynéme
A(n, Sk, Sn) qui ne dépend pas de k et annule u(n, k). Une division euclidienne
de A par Sp — 1 permet d’en déduire un couple (P, Q) tel que lopérateur (3)
annule u(n, k) et de plus @ ne dépend pas de k. L'existence de A est obtenue en
considérant les monodmes en n,S,, S par degré total croissant et leur action sur
u(n, k). L’application de ces monémes sur u(n, k) produit un multiple rationnel
de u(n, k). Comme les coefficients a;, b;, u; et v; sont des entiers, le nombre de
nouveaux facteurs de ces fractions rationnelles finit par croitre moins vite que le
nombre de monomes, et il s’ensuit ’existence d’une relation de liaison. La partie
technique de la preuve se concentre donc sur ’étude soigneuse des facteurs de ces
fractions rationnelles et de leur nombre.

Cette proposition ne donne qu'une condition suffisante pour l’existence d’un
P(n,S,) et conséquemment pour la terminaison de l'algorithme de Zeilberger. Il
existe des suites qui ne sont pas proprement hypergéométriques et pour lesquelles
I’algorithme fonctionne quand méme. Cela a donné lieu & une série de travaux,
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et le dernier mot revient & un travail récent d’Abramov [1] ot il donne un test
algorithmique de terminaison de I'algorithme.

3. Solutions hypergéométriques. Algorithme de Petkovsek

Si Lu(n) = 0 avec u(n) hypergéométrique, il existe deux polynomes P et @
satisfaisant (n)
P(n
u(n+1) = ——=u(n)
Q"""
et on peut prendre @Q unitaire. Le reste de la division euclidienne de L par S,, — P/Q,
une fois réduit au méme dénominateur donne une condition nécessaire et suffisante

d’existence de solution hypergéométrique. Ce reste s’écrit

4) amm)Pn+m—1)P(n+m—2)---P(n)
+ am_1(n)Q(n+m—1)P(n+m—2)--- P(n)
+-4an)Qn+m—1)---Q(n) =0.

Si on savait prédire que pgcd(P(n),Q(n + z)) = 1pour i =0,...,m — 1, alors
on en déduirait facilement que P(n) divise ag(n) et Q(n + m — 1) divise a,,(n).
Ceci nous donnerait un algorithme : toute paire de facteurs unitaires de ag(n)
et am,(n —m + 1) donne un candidat pour @Q(n) et un candidat pour P & une
constante pres, il suffit alors d’injecter ces candidats dans (4) et chercher s’il existe
une constante permettant de satisfaire ’équation. En bouclant sur les facteurs de
ag et a,,, le travail est terminé.

En général, il se peut tres bien que P(n) et Q(n+1) aient des facteurs communs.
La solution trouvée par Petkovsek consiste a recourir & une décomposition plus forte
de la fraction rationnelle. On cherche une solution telle que

u(n +1) ZA(n) C(n+1)

)~ “Bn) Cln)
ol Z est une constante, A, B, C sont des polynémes unitaires, pged(A4,C) =
1, pged(B(n),C(n + 1)) = 1 et pged(A(n), B(n +i)) = 1 pour tout i € N.
Cette décomposition des fractions rationnelles est parfois appelée décomposition
de Gosper-Petkovsek.

EXERCICE 3. Montrer que toute fraction rationnelle peut se décomposer sous
la forme ci-dessus. Donner un algorithme calculant les polynémes A, B, C et la
constante Z correspondant a une fraction rationnelle donnée en entrée. (Indice :
s’inspirer de lalgorithme d’Abramov.)

Avec cette décomposition, I’équation (4) devient
(5) Z"amm)An+m—1)---A(n)C(n+m)+
Z" Y 1(n)B(n+m —1)A(n+m—2)--- An)C(n+m — 1)
+---+a(n)B(n+m—1)---B(n)C(n) = 0.
Les contraintes de la décomposition permettent de déduire immédiatement
A(n)]ag(n), B(n+m — 1)|am(n).

L’algorithme de Petkovsek s’en déduit : pour chaque paire (A4, B) de facteurs de ag
et an,, le coefficient de téte du polynéme membre gauche de (5) donne une équation
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polynomiale sur Z, une fois Z ainsi fixé, il reste a chercher les solutions polynomiales
C de I'équation, s’il en existe.

EXERCICE 4. Résoudre ainsi
(n — Du(n+2) — (n® + 3n — 2)u(n + 1) + 2n(n + )u(n) = 0,
u(n +2) — (2n+ Du(n + 1) + (n? — 2)u(n) = 0.

Bien qu’il n’ait pas été traité ici, le cas inhomogene n’est pas difficile : le membre
droit doit étre hypergéométrique et, outre les solutions hypergéométriques de la
partie homogene, la solution doit étre le produit du membre droit par une fraction
rationnelle. Ceci ramene le probleme a la recherche de solutions rationnelles.

Notes

Le livre [4] est une bonne introduction aux questions abordées dans ce cours.
L’algorithme de Petkovsek possede des extensions intéressantes, par réduction de
I'ordre, & une classe plus large de solutions, appelées solutions d’Alembertiennes.
Ces extensions n’ont pas été décrites dans le cours, elle le sont dans [2].

De nombreuses généralisations de l'algorithme de Zeilberger sont possibles :
par exemple la suite a sommer peut ne pas étre hypergéométrique, tout en étant
toujours P-récursive, ou il peut s’agir d’une suite de fonctions D-finies et I’on cherche
une équation différentielle satisfaite par la somme définie, etc. Ces questions seront
abordées dans un chapitre ultérieur du cours.
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CHAPITRE 6

Equations fonctionnelles linéaires et polynomes
tordus

Résumé

Une certaine variété de polynémes non commutatifs fournit une repré-
sentation unifiée pour une large classe d’équations fonctionnelles linéai-
res. Celle-ci s’avere bien adaptée pour les calculs. Nous réinterprétons
nombre des algorithmes vus dans ce cours dans ce point de vue.

1. Des polynémes non commutatifs pour calculer avec des opérateurs
linéaires

Dans les années 1930, le mathématicien Oystein Ore (1899-1968) s’est intéressé
a la résolution de systemes linéaires reliant des dérivées fi(j )(x), des décalées f;(z+
4), ou les substitutions f;(¢?z) de fonctions inconnues fi(z). A cette fin, il a in-
troduit de nouvelles familles de polynémes en une variable ayant la propriété que
cette variable ne commute pas avec les coefficients des polynomes. Ce défaut de
commutativité reflete une sorte de loi de Leibniz.

Rappelons la relation de Leibniz pour deux fonctions quelconques f et g :

(f9)' (@) = f'(x)9(x) + f(2)g'(x).
En notant D l'opérateur de dérivation, M celui qui & une fonction f associe la
fonction donnée par M(f)(z) = xzf(x), I Popérateur identité sur les fonctions,
et o la composition d’opérateurs, la régle de Leibniz donne, pour f(x) = z et
g quelconque,
(Do M)(g) =D(M(g)) = M(D(g)) + 9= (MoD+1I)g)

L’identité étant vérifiée par toute g, on obtient I'égalité Do M = Mo D + 1
entre opérateurs linéaires différentiels. D’autres opérateurs vérifient des analogues
de la régle de Leibniz : Popérateur A de différence finie, donné par A(f)(z) =
f(x+1)— f(z); Vopérateur S = A+ 1T de décalage, donné par S(f)(x) = f(z+1);
pour une constante ¢ fixée autre que 0 et 1, 'opérateur H de dilatation, donné
par H(f)(z) = f(gx). On a les relations :

A(fg)(x) = f(z + 1)A(g)(x) + A(f)(x)g (),
(f9)z+1) = flz+D)g(z+1),  (fg)lgz) = flgr)g(gx),

qui ménent aux relations Ao M = (M +I)oA+1I, SoM = (M +1)oS,
HoM = Qo M o H entre opérateurs linéaires, apres avoir introduit un nouvel

opérateur @@ donné par Q(f)(z) = ¢f ().
Le point de vue d’Ore est d’abstraire ces différents contextes d’opérateurs dans
un méme moule algébrique.

43
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DEFINITION. Soit A un anneau commutatif unitaire de caractéristique zéro,
que nous supposons muni d’un endomorphisme injectif o et d’une o-dérivation §,
au sens ot pour tout a et tout b de A,

o(la+b) =o(a)+o(b), o(ab) = o(a)o(b), d(ab) = a(a)d(b) + d(a)bd.

Pour une nouvelle variable 0, on appelle anneau de polynémes tordus [’algébre
sur A engendrée par O et les relations, pour tout a de A,

da = o(a)d + d(a).
On note cet anneau A(0;0,0d).

(La terminologie « polynome tordu » est la traduction de 'anglais « skew
polynomial », ou « skew » signifie « de biais », « oblique ». Certains auteurs ont
proposé la traduction « polyndéme gauche », ou « gauche » a le sens de « voilé »,
par opposition a « plan ». Mais nous voulons éviter ici toute confusion avec des
notions algébriques de multiple, module, fraction, etc, pour lesquelles « gauche » a
le sens opposé de « droite ».)

Des choix adéquats de o et § nous font retrouver les quelques exemples donnés
plus haut. Pour simplifier la notation, nous supposons que A peut s’identifier & un
bon espace de fonctions. On a alors, en notant 0 I'application qui a toute fonction
associe la fonction constante nulle :

— Q(x)(0; I, D) représente 1'algebre des opérateurs différentiels linéaires ;

— Q(x)(0; S,0) représente l'algebre des opérateurs de récurrence;

— Q(2)(0; S, A) représente I’algebre des opérateurs de différence finie;

— Q(z)(0; H,0) pour q € Q(z) \ {0,1} représente 'algebre des opérateurs de

g-dilatation ;

— Q(z)(0;I,0) n’est autre que Panneau commutatif Q(x)[0] des polynoémes

usuels.
Toutes ces algebres d’opérateurs sont a coefficients dans Q(z); on dispose aussi
d’analogues pour A = Q[z] et A = Q[x,z71].

On fera attention a la notation. Si la composition entre opérateurs est notée
par o, nous ne ferons qu'une simple juxtaposition pour le produit de polynomes
tordus, et nous noterons 1 I’élément neutre pour le produit de polynomes tordus.
Néanmoins, on fera ’abus de notation de noter de la méme facon, D,,, la dérivation
par rapport a x quel que soit 'anneau A, et I, sans indice, pour l'identité de
n’importe quel A. De plus, nous noterons simplement = pour M. Ainsi, on a :

— 0x =20 + 1 dans Q(x)(0;1, D) ;

— Jdz = (z + 1)0 dans Q(x)(0; S, 0);

— 0z = (x+1)0+ 1 dans Q(x)(0; S, A) ;

— Ox = qz0 dans Q(z)(0; H,0) ;

— Ox = 20 dans Q(z)(9; I,0) = Q(z)[J].

Le cas § = 0 est fréquent, et on écrit alors A(9; o), sans référence au 0. De méme
que dans le cas commutatif on définit les polynéomes de Laurent, dont 1'algebre est
notée A[X, X 1], et dans laquelle XX 1 = X1 X = 1, le cas oil ¢ est inversible et
autre que 'identité permet de représenter des opérateurs qui posseédent un inverse.
Dans ce cas, on notera A(d,071;0) lalgebre ot da = o(a)d, 0 ta =o"(a)07 !,
00"l =0"1o=1.

Pour finir de se détacher de la notation en termes d’opérateurs, on fait agir
les anneaux de polynomes tordus sur les espaces de fonctions, au sens de ’action
d’un anneau sur un module. Rappelons qu'un module M sur un anneau A est
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un ensemble non vide, muni d’une loi + en faisant un groupe additif, stable sous
I'action d’une produit externe par les éléments de A, tel que 'action par produit
externe par 1 soit l'identité, et vérifiant les formules (PQ) - f = P - (Q - f) et
(P+Q)-f = (P-f)+(Q-f). Un anneau de polynémes tordus n’a pas d’action unique
sur un espace de fonctions donné, mais dans la suite de ce texte, nous adoptons
les conventions qu’un anneau de la forme A(9;0) agit par 9 - f = o(f) pour une
extension convenable de o, qu'un anneau de la forme A(9; o, d) agit par 9- f = 6(f)
pour une extension convenable de J, et que les coefficients dans A agissent par
simple multiplication, a - f = af.

Munis de cette notation générique, nous allons maintenant réexprimer des al-
gorithmes déja vus et petit a petit introduire de nouveaux calculs.

2. Clétures par morphismes entre anneaux de polynémes tordus

Dans cette section, nous sommes amenés a considérer simulanément des fonc-
tions de x et des fonctions d’une autre variable. Aussi indiquerons-nous en indice
de D, S, 0, 0, J, etc, la variable a laquelle ces objets font référence. De plus, les
anneaux A qui servent & construire les anneaux de polynémes tordus sont de la
forme Q[x] ou Q[z,z71].

2.1. Récurrence sur les coefficients extraits d’une série D-finie et
série génératrice d’une suite P-récursive. On a déja vu que lorsqu’une série
[ =2,50unt™ est D-finie, ses coefficients vérifient une relation de récurrence finie,
autrement dit, que la suite ¢ = (un)n>0 est P-récursive. La preuve repose sur les
identités

xf = Zun_lx" = Z(@;l -¢)(n)z"

n>1 n>1

et

Do(f) = F' = S (n+ Dupra™ = 3 (n+ 1), - ¢) (m) 2",

n>0 n>0

ott nous avons introduit 'anneau Q[n](d,,d, *; S, ). Par récurrence, ceci donne

2 DI =3 (0 (n+1)9,) - ) (n) 2"

:Z((n—&—l—a)---(n—i—ﬁ—a)@ﬁ_“-c)(n)x”.

n>o
Pour une série f solution de I’équation différentielle
ap(2)f " (x) + -+ + ao(@)f(z) = 0

ou les a; sont dans Q[z], nous obtenons ainsi une récurrence sur ¢, valable pour des n
assez grands. Cette récurrence s’exprime en termes de polynomes tordus de la fagcon
suivante. On représente 1'opérateur différentiel associé a ’équation par le polynoéme
tordu L = a,(z)05 + - - - + ap(x) dans Q[z](0y; I, D;) sur Q. De la sorte, I’équation
différentielle s’écrit L - f = 0. On introduit aussi I'algebre Q[n](d,, 8, 1;S,) et le
morphisme d’algebres p défini par pu(z) = 9, et p(d,) = (n + 1)9,. Alors, la
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suite ¢ des coefficients satisfait & la récurrence représentée par I'image p(L). Pour
comprendre pour quels n cette récurrence est valide, écrivons

u(L) = by(n)Op + - -+ + bg(n) 0y
pour p < g et byby # 0. Alors, la récurrence prend la forme

(U(L) ) “) (n) = bp(n)tntp + -+ + bg(N)tnsq =0

et est vérifiée pour tout n si p > 0 et pour tout n > —p si p < 0.

De facon duale, une suite P-récursive v a une série génératrice f =5 - unz™
D-finie, ce que nous allons retrouver en termes de polynémes tordus. Pour ce point,
nous supposons en fait que la suite u est prolongée aux indices négatifs par u, = 0
pour n < 0, et qu’elle est P-récursive sur Z tout entier. Ceci ne constitue aucune
perte de généralité : une récurrence valable pour la suite initiale devient valable
pour la suite prolongée apreés multiplication par un polynéme de la forme (n +
1)(n+2)...(n+r). Les formules

Z nu, " = 20, - f et Z Uppr2" =a 1 f
neEZ nez
donnent par récurrence
> nunpge” = (20,)°0 - f =P (w0s = B)" - f,
n>0

et fournissent un autre morphisme, v, de Q[n](d,;S,) dans Q[z,2 1(0y; 1, D),
donné par v(n) = 20, et par v(9,) = z~*. Pour une suite u solution de 1’équation
de récurrence

bp(n)tntr + -+ + bo(n)u, =0

ol les b; sont dans Q[n], nous introduisons le polynéme tordu P = b,(n)d], +
-+« 4+ bg(n) de Q[n]{0y;Sn). Pour obtenir une relation différentielle sur la série
génératrice f, nous considérons v(P) que nous écrivons

v(P) =ao(z) + - + a,(z)0.
Alors la série f satisfait a la relation différentielle
ao(x) f(x) + -+ ap(x) [T (x) = 0.
Algébriquement, les propriétés précédentes s’expriment par le fait que u s’étend
en un isomorphisme d’algebres entre Q[z, v 1](0,; I, D,) et Q[n]{(d,, 0, 1; Sy), dont
Iinverse étend v.

2.2. Séries binomiales.

EXERCICE 1. Une série binomiale est une série de la forme Y - un (7). Mon-
trer que les solutions en série binomiale d’une équation fonctionnelle a différence

ar(@)f(x +7)+ -+ ao(z)f(z) =0

ont des coefficients u,, qui vérifient une récurrence et expliciter le morphisme entre
algebres de polynomes tordus correspondant.
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2.3. Changements de variables. Lorsqu’une série D-finie f(z) est solution
d’une équation différentielle L - f = 0 donnée par un polynome tordu

L=1L(z,0;) = ar(z)0, + -+ - + ag(x),
la série f(Az) est solution de I’équation différentielle associée &
Lz, A710,) = a, (M)A 08 4 - + ap(\x),

ce qui est encore le résultat d’un morphisme d’algebres.

Lorsque f est une fonction D-finie, la fonction z +— f(1/z) est elle aussi D-
finie, en z cette fois, pour autant que la fonction composée ait un sens. En effet,
pour toute fonction g, notons g(z) = g(1/z) (avec la méme réserve de définition).
Puisque g(z) = §(1/z), par dérivation on a ¢'(x) = —g'(1/z)/2?%, ce qui est
I'évaluation en z = 1/z de —22%0, - §. Autrement dit, on a g~’ = —220, - g, don
par récurrence g8 = (—229,)" - §. Ainsi, f est D-finie, donnée comme vérifiant
Péquation différentielle associée a I'image de L par le morphisme de Q[x]|(0,; 1, D,)
dans Q[z, 27 1(0,; I, D,) qui envoie x sur 271 et §, sur —z29,.

EXERCICE 2. Plus généralement, la fonction obtenue par substitution ration-
nelle de la variable, donnée par h(u) = f(r(u)), est encore D-finie. Nous laissons
en exercice le soin de montrer ce résultat par la méme approche dans le cas ou la
dérivée r’ s’exprime comme une fraction rationnelle en 7.

3. Division euclidienne

Dans cette section et les suivantes, nous nous appuyons sur des propriétés
particulieres des anneaux de polynomes tordus quand I’anneau A de la construction
est un corps, que nous prendrons de la forme Q(x).

La commutation da = o(a)0 + d(a) dans Q(z)(0;0,0) permet d’écrire tout
polynoéme tordu sous la forme ag(x)+- - -+a, ()0, pour des fractions rationnelles a;
de Q(z) uniques. Une conséquence de l'injectivité de o est ’existence d’un degré
en O bien défini, étant 'entier r de I’écriture précédente lorsque a, est non nulle.
En particulier, le degré d’un produit LiLs de polynomes tordus est la somme des
degrés des L;. Il s’ensuit que la division euclidienne du cas commutatif, et toute la
théorie qui en découle, se transpose avec peu d’altérations dans le cas tordu.

La différence principale avec le cas commutatif est qu’on distingue division
euclidienne a gauche et division euclidienne a droite. Vu notre interprétation en
termes d’opérateurs linéaires, nous ne considererons que la division a droite, qui se
fait en retranchant des multiples & gauche. Soit & diviser A = a,(z)0" + -+ -+ ag(x)
de degré r par B = bs(2)9° + - -+ 4+ bo(x) de degré s. On suppose s < r. Alors,

0" B=o¢""" (bS (x))@r + termes d’ordre inférieur,
ou la puissance de o représente une itération (par composition), et ainsi
A—a, ()05 (bs(x)) 0B

est de degré strictement inférieur a r. Cette étape de réduction est ’étape élémen-
taire de la division euclidienne. En itérant le procédé, on aboutit & un reste R de
degré strictement inférieur a s. En regroupant les facteurs gauches, on obtient un
quotient a gauche @ tel que A = @B + R.
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EXEMPLE 1. On considere anneau Q(n)(0,; S,) des polynomes tordus repré-
sentant les opérateurs de décalage. La division de A = (n? — 1)02 — (n® + 3n? +
n —2)0, + (n® + 3n? + 2n), qui annule les combinaisons linéaires de n! et n, par
B =nd? — (n®+3n+1)d, + (n? +2n + 1), qui annule les combinaisons linéaires
n!l et 1, s’écrit

A=n"'(n*=1)B—n"'(n*+n+1)(d, — (n+1)).

Le reste est multiple de 9, — (n+ 1), qui représente la récurrence u,1+1 = (n+ 1)u,,
vérifiée par la factorielle.

Notons une propriété de cette division : si A est multiplié a gauche par un
facteur m(z) sans que B ne soit changé, alors @ et R sont multipliés & gauche
par le méme facteur m(z). Ceci ne vaut plus (en général) pour un facteur faisant
intervenir d. On a la propriété analogue pour la multiplication a droite par un
facteur m(0).

La division euclidienne nous donne une nouvelle interprétation du calcul du
N-ieéme terme d’une suite P-récursive u = (uy,) relativement a Q(n)(dp; Sp). Sup-
posons que u soit solution de 1’équation de récurrence

ar(N)tpir + -+ + ar(n)u, = 0.

En déroulant la récurrence, on voit que uy peut, pour tout /N sauf annulation mal-
venue de a,, se mettre sous la forme o1 NUr—1+- -+ o, nUo. Plus généralement,
on a une relation qui récrit u,4n en terme de uyyr—1, ..., uy,. Pour I'obtenir, as-
socions a la récurrence sur u le polynéme tordu P = a,(n)d}, + - -- + a,(n). Pour
un N donné, la division euclidienne de 9 par P s’écrit

Y = QNP+ ar_1 n(n)0, " + -+ agn(n)

pour des fractions rationnelles c; y(n). Apres application sur u et évaluation en n,
nous obtenons

Up+N = 0+ ar—l,N(n)un+r—l + -+ OLO,N(TL)'U%,
d’out le résultat annoncé pour a; y = a; n(0).

EXERCICE 3. Nous laissons le lecteur se convaincre que la récriture d’une
dérivée (V) d’une fonction D-finie f décrite par une équation différentielle d’ordre
en terme de ses dérivées d’ordre strictement inférieur a r s’interprete de fagon ana-
logue comme le calcul d’un reste de division euclidienne.

Le méme ingrédient se retrouve dans ’algorithme donnant la cléture par addi-
tion de deux fonctions D-finies ou de deux suites P-récursives : pour deux objets
f et g & additionner, décrits comme solutions des équations respectives Ly - f =0
et Ly - g = 0 pour des polynomes tordus de degrés respectifs 7 et s d’'un anneau
adéquat A(9;0,d), lalgorithme exprime pour des i successifs 8° - (f + g) sous la
forme (0" mod Ly) - f + (0" mod L) - g, ol la notation A mod B note le reste de
la division euclidienne & droite de A par B. Lorsque suffisamment de ¢ ont été
considérés, ’algorithme qui a jusqu’a présent été donné calcule par de l’algebre
linéaire des cofacteurs ag, ..., a,4s tels que

r+s r+s
Zai(ai mod L;) =0 et Zai(ai mod Ly) = 0.

=0 =0
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Notons que P = Y71 a;d" est un multiple commun & gauche de Ly et de L,,
puisque P mod Ly = P mod L, = 0.

4. Recherche de solutions et factorisation d’opérateurs

Comme pour les anneaux de polyndémes commutatifs usuels, une notion de
factorisation est présente pour les anneaux de polynémes tordus. Une nuance im-
portante réside dans le lien entre les « zéros » des polynémes tordus et la position
des facteurs. Nous allons voir que la factorisation de polynémes tordus se relie aux
algorithmes vus en cours pour la recherche de solutions polynomiales, rationnelles,
et hypergéométriques dans le cas de récurrences.

Dans le cas d’un polynéme commutatif h se factorisant sous la forme fg pour
des facteurs polynomiaux de degré au moins 2, tout zéro de f et tout zéro de g est
zéro de h; a l'inverse, quitte & se placer dans une cloture algébrique, tout zéro a de h
en fournit un facteur z — « et un quotient exact f(z) tel que h(z) = f(z)(z — a).
Dans le cas tordu, une factorisation L = PQ dans A(9;0,0) (out A est un corps) a
des propriétés différentes selon le facteur : une solution f de I'équation @Q - f =0
est encore solution de L - f = 0,car L-f = P-(Q- f) = P-0 = 0; mais une
solution g de P ne donne lieu a des solutions f de L que par la relation @ - f = g.
Inversement, une solution f de L donne lieu a un facteur droit d’ordre 1 de L,
quitte a étendre A par f et tous ses itérés par o et §. Ce facteur est de la forme
0—(0-f)/f, cCest-a-dire 9 — 6(f)/f ou & — o(f)/f selon l'action de 'anneau de
polynomes tordus sur les fonctions.

Les algorithmes de recherche de solutions dans des classes particulieres four-
nissent donc implicitement, pour chaque solution trouvée, un facteur droit d’ordre 1.
Plus précisément, dans le cas différentiel, une solution polynomiale ou rationnelle f
d’une équation L - f = 0 pour L dans 'anneau Q(z)(0,; I, D;) fournit un facteur
droit D = 0, — D, (f)/f ot D,(f)/f est rationnel; dans le cas & récurrence, une
solution polynomiale, rationnelle ou hypergéométrique f d’une équation L - f =0
pour L dans 'anneau Q(z)(0y; Sy) fournit un facteur droit D = 9, — S, (f)/f ou
Sz (f)/ [ est rationnel. Dans les deux cas, le quotient @ tel que L = QD est aussi a
coefficients rationnels.

EXERCICE 4. Un antimorphisme ¢ entre anneaux est une application Q-linéaire
qui renverse les produits : ¢(PQ) = ¢(Q)d(P). Montrer Pexistence d’antimor-
phismes p: Q(2)(0y; I, D) — Q(w)(0y; I, Dy) et v : Q(a)(0x; Sz) — Q(u)(Ou; Su),

définis par les relations
wx) =u, w(0)=—0u, et v(z) = —u, v(0;) = 0Oy.

Expliquer comment ces antimorphismes fournissent des facteurs gauches d’ordre 1
de polynoémes tordus.

5. Algorithme d’Euclide

Rappelons qu’un idéal d’un anneau commutatif unitaire A est un sous-groupe
additif de A clos par multiplication par les éléments de A. Il est classique que les
anneaux commutatifs euclidiens — ceux dans lesquels ’existence d’un degré permet
une division euclidienne — sont principaux — tout idéal peut étre engendré par un
unique générateur. C’est le cas des anneaux de polyndémes commutatifs a coefficients
dans un corps. Le p.g.c.d. p de deux polynoémes f et g est alors 'unique polynome
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unitaire engendrant 'idéal (f, g), somme des idéaux (f) et (g). Il se calcule comme
dernier reste non nul par I'algorithme d’Euclide.

Pour un anneau de polynémes tordus A = K(0;0,0) sur un corps K, la si-
tuation est la méme si on prend soin de ne considérer que des idéaux a gauche,
c’est-a-dire avec la cloture par multiplication a gauche par les éléments de A. Les
notions qui en découlent sont celles de divisions euclidiennes a droite et de plus
grands communs diviseurs & droite (p.g.c.d.d.). Soient Py et P; deux polynomes
de A. Si P; n’est pas nul, on écrit la division euclidienne de Py par P;, sous la forme
Py = QoPy + P,. Tant que P;y5 n’est pas nul, on itére en divisant P;y; par Pjys.
Soit j la valeur finale de 4, telle que Pjy1 # 0 et Pjyo = 0. Alors :

Pl _[Qo 1] [A]_ _[Q 1 Q; 1| |Pita

P 1 0| (P |1 0|1 0 0 |’
d’olt on déduit que Pj4, divise Fy et P; a droite : Py = F'Pjy; et P, = GP;41 pour
des polynomes tordus F' et G adéquats. Puis en inversant les matrices

1L 0B e [ Y-E L 4
0 R S| |A~ RS 1 —Q;] 1 —Qo|"
En particulier, P;11 = UPy + VP, est élément de I'idéal a gauche AF, + AP;.
Un élément quelconque L = M Py + NP, de cet idéal est aussi multiple de Pjiq :
L = (MF+NG)P;1:. En normalisant P;y; pour le rendre unitaire, on obtient donc
un p.g.c.d.d. distingué de Py et P;. Par ailleurs, le polynéme tordu RPy = —SP;
est un plus petit multiple commun & gauche (p.p.c.m.g.) de Py et Py, par le méme
argument que dans le cas commutatif, en suivant de pres les degrés tout au long de
I’algorithme.

On a vu que les algorithmes de cloture par addition entre fonctions D-finies
ou entre suites P-récursives renvoient un multiple commun a gauche des polynémes
tordus Ly et Ly décrivant les deux objets f et g additionner. Comme ces algorithmes
operent par degrés croissants, le polynéme renvoyé est de degré minimal en 0, parmi
ceux qui annulent la somme f4g. Le polynéme annulateur de la somme f+g renvoyé
par ces algorithmes est donc le p.p.c.m.g. de Ly et de L,.

EXEMPLE 2. Nous repartons des polynomes A et B de ’exemple 1 pour en
calculer un p.g.c.d.d. et un p.p.c.m.g. On pose Py = A, P, = B; on a déja
calculé P, = —n~'(n? +n+1)(d, — (n+1)) avec Py = n=!(n? —1)P; + P,. 1l vient

ensuite ( ) ( )
n(n+1 n(n+1
P =|- 19) P, +0.
! < n2+3n+3" n2+n+1) 2t
Ainsi, le p. g. c.d. d. unitaire est 9,, — (n+1). Remarquons qu’il annule les solutions
communes de A et B, & savoir les multiples de n!. Le p.p.c. m. g unitaire s’obtient
par renormalisation de Q1 Py = (Q1Qo + 1) Py :

o n3+6n2+8n+582 N 2n3—|—9n2—|—13n+7a (PP +3n+3)(n+1)
" n2+n+1 " n2+n+1 " n2+n+1 '
Notons que ses solutions sont toutes les solutions de A et B : les combinaisons

linéaires de n!, n et 1.

6. Relations de contiguité

Un grand nombre de fonctions spéciales sont en fait des fonctions f,,(x) d’une
variable continue x et d’une variable discréte n. Les familles de telles fonctions dont
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lintérét a été relevé, par exemple par la physique mathématique, sont telles que la
dépendance en z est liée a la dépendance en n. Il apparait que tres fréquemment,
la fonction fy,4q(z), pour @ = £1, est reliée a la fonction f,(x) et & ses dérivées.
C’est le cas pour la classe importante des fonctions hypergéométriques, c’est-a-dire,
essentiellement, pour les séries génératrices de suites hypergéométriques, et pour
des fonctions limites de fonctions hypergéométriques, dont un certain nombre de
familles de polynomes orthogonaux classiques, et pour des généralisations.

Dans cette section, nous considérons des fonctions D-finies paramétrées et
résolvons algorithmiquement des problemes tels que la détermination d’une rela-
tion de la forme

fn+1 Zaz f(l

pour la suite de polynomes

w>=;<—1>k<:>2<n:k>zk-

Ici, la relation explicite est

2 (z+1) 22(2n + 2on + 11 + 14z)
frg1(z) = 12mﬂzﬂ(9ﬁ) +4 CFEE I (@)
z(5zn? —n? —4n — 6 + 2zn — 9z) ,, 16zn —n — 1+ 4x
— 4 - - n .
- fi(2) I )

L’opérateur différentiel linéaire implicitement au membre droit s’appelle un opé-
rateur de montée ; un opérateur qui donnerait f,_i(x) s’appelle un opérateur de
descente. Une relation linéaire entre les decalées fi,;(x) et ne faisant intervenir
aucune dérivation s’appelle une relation de contiguité.

6.1. Fonction hypergéométrique de Gauss. La plus simple des fonctions
hypergéométriques est la fonction hypergéométrique de Gauss, définie par

o) — (@)x(b)x 2* _ _ T(s+n)
F(a,b;c;z) = ,CZZO #g avec (8)n = s(s+1)--- (s+n—1) = Te)

(Ici, la fonction I'(s) est la fonction classique qui interpole la factorielle.)
Oublions la dépendance en b et ¢ du coefficient de 2* dans cette somme, coef-
ficient que nous notons Uq,%- Nous avons

(a+k)(b+k) 2
mumk et Ua+1,k = a +1 Ua, k-

La premiere de ces identités nous fournit le polynéme tordu
(c+k)(E+1)0k — (a+k)(b+ k)

qui annule u. Pour k£ = —1, cette récurrence impose u,, 1 = 0, ce qui permet
d’étendre la suite u a toute valeur k € Z tout en continuant de vérifier la récurrence.
Par le morphisme qui effectue le passage a la série génératrice, nous obtenons

(c+ 20,)(20y + Da™t — (a+ 20,) (b + x0,)
= ((28,)* + (c+ 1)20, + c)x™" = ((#02)* + (a + b)xd, + ab)
=2(1-2)02+ (c— (a+ b+ 1)z)d, — ab.

Uq,k+1 =
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Notons L ce polynéme tordu en J,. La deuxieme identité sur u donne, apres som-
mation, F(a + 1,b;¢;2) = (™20, + 1) - F(a,b;c; ) ; c’est-a-dire qu’un opérateur
de montée est donné par le polynoéme tordu Ly = a~'xd, + 1.

Définissons G(a, b; ¢; x) comme étant F(a+ 1,b; ¢; x). Supposons qu’il existe un
inverse V' de Ly modulo L & droite. Alors V' Ly — 1 est un multiple a gauche de L,
qui annule donc F. Ainsi, F' = VL - F =V - G, autrement dit, V représente un
opérateur de descente de G. On obtient un opérateur de descente pour F' par un
simple décalage arriere de a dans V. La division euclidienne

L=Q(a '20,+1)—(c—a—1)azx™" ol Q=a(l-2)0,+(c—a—1)az™ ' —ab
donne I'opérateur de descente apreés avoir décalé a dans (¢ —a — 1)"ta=1zQ par

z(1—2) bx
L, = Oz — -1
¢ a—c 7 a-—c

Notre objectif est maintenant de calculer une relation de contiguité pour F'.
Nous avons obtenu L1 (a)-F = 0,-F, ott nous avons noté explicitement la dépendance
en a du polynoéme tordu L1. Il s’ensuit la relation

0t -F=1Li(a)-F = Li(a)Li(a+1)---Li(a+i—1)-F,

dans laquelle nous pouvons, comme toujours, remplacer un polynoéme agissant sur
la fonction F' par le reste de la division euclidienne de ce polynéme par L, qui
annule F. Ainsi, une relation de contiguité s’obtient en recherchant une combinaison
linéaire, & coefficients dans Q(a, b, ¢, x) des restes modulo L & droite des Ly ;(a) pour
1=0,1,2.

EXERCICE 5. Terminer ce calcul pour retrouver :

(a+1)(1—2)F(a+2,b;c;2) + (c—ab+ (a+1)(z — 2))F(a+ 1,b; ¢; z)
+ (a—c+1)F(a,b;c;x) = 0.

6.2. Extension aux séries partiellement hypergéométriques. Nous con-
sidérons maintenant des sommes

fn(x) = Z un,kxk

k>0

dans lesquelles u n’est hypergéométrique qu’en n, mais est seulement P-récursive
en k, et satisfait a la relation

ap(n, k) Un ftp + -+ + ao(n, k)uy k = 0.

Comme dans le cas doublement hypergéométrique, cette relation fournit une re-
lation purement différentielle sur f. Comme précédemment, aussi, la relation de
récurrence du premier order en n sur u donne une expression de f,y1(x) comme
combinaison linéaire de dérivées. On procede donc comme dans la section précédente
pour calculer opérateurs de montée, de descente, et relations de contiguité.

EXERCICE 6 (Assez calculatoire). Calculer opérateur de montée annoncé dans
I'introduction de cette section.
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CHAPITRE 7

Algorithmes pour les fonctions spéciales dans les
algebres de Ore

1. Algebres de Ore rationnelles

Une généralisation a plusieurs dérivations et décalages de la notion d’anneau
de polynomes tordus du chapitre précédent est donnée par la définition qui suit.

DEFINITION (Algebre de Ore). Etant donnés
— un corps k(z) = k(x1,...,x,) de fractions rationnelles,
— r morphismes o; de ce corps commutant deux a deux,
— pour chaque i une o-dérivation &; relative a o;, c’est-a-dire pour chaque i
un endomorphisme linéaire pour lequel 6;(ab) = 0;(a)d;(b) + 0;(a)b dés que
a et b sont dans k(z), toutes ces o-dérivations commutant deux & deux et
d; commutant avec o chaque fois que 1 # j,
- r indéterminées 0,
lalgébre de Ore (rationnelle) notée k(x1,...,2:){01,...,0p;01, .. Opr 01, .., 0p)
ou plus simplement k(x){(0;0,0) est la k(x)-algébre associative engendrée par les O;
modulo les relations

Oia = ai(a)(f?i + (2‘(@), ai(i)j = 6j6i,

quand a est dans k(x). On note plus simplement k(x1,...,2.){01,...,0p;01,...,00)
ou encore k(x){(0;0) le cas ot tous les &; sont nuls.

Donnons un exemple : en notant x pour m, et n pour m,,, on vérifie I’existence
d’une algebre de Ore A = C(n, x){0n, Oz; Sn, 1,0, D;) avec Sp(n) =n+1, Sp(z) =
x, Dy(n) =0, Dy(x) = 1, et plus généralement S,(a) = a(n + 1,z) et Dy(a) =
da/dx quand a = a(n,x) € C(n,z).

2. Idéal annulateur

Les éléments des algebres de Ore représentent des opérateurs linéaires, diffé-
rentiels, de récurrence, ou autres, et agissent donc sur des fonctions, suites, suites
de fonctions, etc. Donnons un exemple qui montre que ces objets sont une bonne
représentation polynomiale des opérateurs linéaires, ’exemple de la famille des po-
lynomes orthogonaux de Laguerre qui va nous servir pour toute la suite du chapitre.

Pour chaque parametre strictement positif «, I'intégrale

(fg) = / " Ha)g(@)ae da

définit un produit scalaire sur les fonctions polynomiales réelles. Par la théorie des
polynomes orthogonaux, on déduit ’existence de bases orthogonales échelonnées en

55



56 7. ALGORITHMES POUR LES FONCTIONS SPECIALES DANS LES ALGEBRES DE ORE

degré. On a par exemple la base des polynomes orthogonaux de Laguerre, donnée
par

1 . d\"
L) (z) = % —e” (daz) (e %a"t) = nlz ( ) (a+k+1)--- (a4n)z".

On vérifie que ces polynémes vérifient les relations (linéaires)

(n—|—2)L(a) (2n—|—a+3—m)L5ff21 +(n+a+1)L =0,

2L — 4+ )L 4 (n+a+1—2)L{) =0,

eLO" 4 (41— )L + L™ =0,

avec les conditions initiales L(()a) =1let Lga) = a+ 1 — z. Dans l'algebre de Ore A
ci-dessus, ces équations se recodent en les polynomes tordus suivant, qui annulent
la suite de fonctions polynomiales L(%) :

p=mn+20-2n+a+3-2)0,+(n+a+1l),

pr =20, —(n+1)0, + (n+a+1—u1),

p3 =202 + (a+1—2)0, +n.
Ces trois polynomes engendrent un idéal & gauche dans A, I'idéal annulateur de L()
dans A. Pour mémoire, un idéal a gauche I d’un anneau R est un sous-ensemble non
vide de R stable par addition et par multiplication a gauche par tout élément de R.
Cette stabilité reflete le fait que ’addition terme & terme de deux relations linéaires
vérifiées par L(®) est une nouvelle relation linéaire vérifiée par L(®), de méme qu’en

appliquant un opérateur linéaire sur une relation linéaire vérifiée par L(®), on re-
trouve une relation linéaire vérifiée par L(%).

EXEMPLE 1. Partant de la troisieme équation donnée pour caractériser les
polynomes de Laguerre, un décalage avant de n et une dérivation par rapport a x
donnent respectivement

el 4 (a+1—a) L+ (n+ 1)L, =0
et
2L 1+ (a+2—2) L + (n— 1)L = 0.
L’addition de ces deux équations donne I’équation fonctionnelle linéaire
2L 4 (a4+2—2) L 4 (n—1) L +2 L) "+ (a+1—2) L)+ (n+ 1)L, =0,
laquelle correspond au polynome tordu
(0p +0n)p3 = 20° + (a+2—2)02 + (n—1)0, + 2020, + (+1— )00, + (n+1)0,,.

Toute autre famille de polynémes orthogonaux classique se traiterait de la
méme maniere et aurait pu servir de support au cours. La méme nature de systéeme
linéaire avec une dérivation sur une variable et un décalage sur une autre permet
de traiter de la méme fagcon nombre de familles de fonctions spéciales paramétrées,
telles les fonctions de Bessel, de Hankel, etc.
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3. Bases de Grobner pour les idéaux a gauche

La propriété essentielle qui fait fonctionner toute la théorie des bases de Grébner
et I'algorithme de Buchberger dans le cadre de polynomes commutatifs est que le
monome de téte d’un produit de polynémes est le produit des monémes de téte des
termes du produit. Cette propriété reste vérifiée sur des polynomes non commutatifs
sujets aux relations de définition des algebres de Ore rationnelles, des lors qu’on
considere des ordres monomiaux sur les 0;. En refaisant la théorie en s’efforcant
de faire toutes les combinaisons linéaires avec des facteurs a gauche, on obtient le
résultat suivant (cf. le cours sur les bases de Grobner classiques) :

THEOREME. Soit A une algébre de Ore rationnelle.

(i) Tout idéal a gauche I de A admet pour chaque ordre monomial (admis-
sible) sur les 0; une unique base de Grébner minimale réduite G, au sens ot l'une
quelconque des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

1. la partie stable du monoide des monémes en les 0; engendrée par les monomes
de téte des éléments de G est égale celle engendrée par ceuzr de I ;

2. tout f non nul de I est réductible par G ;

3. pour tout f dans A, il existe un unique r dans A dont aucun mondme ne
soit divisible par un monome de téte d’un élément de G et tel que f —r soit

dans l’idéal T ;
4. pour tout f dans I, le reste de la division (a4 droite) de f par G est nul.

(i) Soit P = {pr}ti<k<r un systéme de générateurs non nuls d’un idéal &
gauche I de A. Tous les S-polynémes Spoly(p;,p;) (définis par des combinaisons
linéaires & gauche) se réduisent & 0 par P si et seulement si P est une base de
Grobner de l'idéal.

(iii) Une variante de l’algorithme de Buchberger termine et renvoie une base
de Grébner de tout idéal a gauche I de A.

Une différence du cas non commutatif réside dans le calcul des S-polynomes.
Dans le cas commutatif, le S-polynéme de deux polynémes non nuls f; et fo se
définit théoriquement par

Co ma C1 my
Spob’(flaf?): fl_ f27

Cl/\Cle/\mQ Cl/\Cle/\mQ

ou ¢; dénote le coefficient dominant de f; et m; son monéme dominant, pour ¢ = 1, 2.
Cette derniere formule doit étre adaptée dans le cas de polynomes tordus : chacun
des ¢; dénote maintenant le coefficient dominant de

fi.

Plutot que de poursuivre la théorie dans le détail, montrons le calcul sur un
exemple.

En repartant des polynomes p; et po qui annulent la suite des polynémes or-
thogonaux de Laguerre, montrons que le polynéme ps3 s’obtient par élimination
de S par un calcul pour l'ordre lex(d,,, ;). Pour cet ordre, le terme de téte de p;
est (n+2) x 82, celui de py est —(n+1) x,,. On calcule donc d’abord le S-polynome
de py et de po, sous la forme

ms3—;
mi A\ Mo

Spoly(p1,p2) = p1 + Onpz = 20,0, — (n+1)9, + (n +a +1).
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Remarquons que ce S-polyndéme n’est pas (n + 1)p; + (n + 2)9,p2, lequel aurait
(n + 2)02 comme terme dominant, et non pas 9,0, pour monéme de téte. Il est
réductible par ps ; aprés multiplication par (n + 1) et ajout de xd,p2, on obtient

2P+ (n+a+2—2)rd, — (n+ 120, +(n+1)(n+a+1)—z.

Ce polynéme a 0,, pour monéme de téte et est réductible par ps ; apres retranche-
ment de (n + 1)py, on aboutit &

20?4+ (a + 1 — )20, + nx,

qui n’est autre que xps. En poursuivant, on montre que les S-polynémes de p; et po
avec ps se réduisent a 0; puisque le mondéme de téte de po, O,, divise celui de pq,
02 une base de Grébner minimale pour Uordre lex(9,,, d;) est {pa, p3}-

De fagon analogue, une base de Grébner pour 'ordre lex(9,, dy,) de 'idéal en-
gendré par ps et ps est {p1,pa2}. Les bases de Grobner permettent de déterminer la
redondance du systéme {p1, p2, p3}.

EXERCICE 1. Calculer une base de Grobner pour lordre lex(9,, d,) de 'idéal
engendré par ps et ps et vérifier le point ci-dessus.

Les polynomes p1, p2, p3 qui annulent la suite des polynémes orthogonaux de
Laguerre sont encore plus contraints qu’il n’y parait jusqu’a présent : po se déduit
en fait de p;. En effet, ne connaissant que pi, on peut rechercher le polynéme po
sous la forme indéterminée

p2 = 0 —u(n, )0, — v(n,x),

pour des fractions rationnelles a déterminer u et v, et faire I’hypothese heuristique
que {p1,p2} est une base de Grébner pour lordre lex(9,,d,). (Cette hypothese
heuristique est en fait naturelle dés qu’on sait qu’on a affaire & une famille de
polynémes orthogonaux.)

EXERCICE 2 (Presque un probleme). Utiliser la théorie des bases de Grébner
pour donner un systeme de récurrence linéaires sur v et v qui, apres résolution,
redonne le polyndme po. (Pour la résolution, on se souviendra des conditions initiales

L(()a)zlet Lga):a—l—l—x.)

4. Module quotient et dimension de 1’espace des solutions

Dans le cas commutatif, le quotient 'une algeébre A de polynémes par 'un de
ses idéaux (bilateres) I reste munie d’un produit canonique et est donc une algebre.
Cette propriété n’est plus réalisée dans le cas d’une algebre de Ore A = k(z)(0; 0, 8).
Mais, en voyant A comme un idéal & gauche trivial de lui-méme, le quotient A/T
conserve une addition canonique, ainsi que la stabilité par multiplication a gauche
par tout élément de A, ce qui fait de ce quotient un module & gauche sur A. Ce
module est en particulier un espace vectoriel sur k(x).

Dans le cas commutatif, un cadre particulier important est celui d’'un quo-
tient de dimension finie comme espace vectoriel, car il représente une famille finie
de points solutions. Le cas d’'un quotient d’une algebre de Ore qui est un espace
vectoriel sur k(x) de dimension finie est lui-aussi important ; dans Uinterprétation
en opérateurs linéaires, il correspond en regle générale a un espace vectoriel de
solutions de dimension finie sur k.
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Dans la fin de cette section, nous allons quelque peu détailler ce lien dans le cas
d’opérateurs différentiels; d’autres cadres fournissent le méme genre de résultats.
Nous irons plus loin sur le sujet dans la section sur les fonctions J-finies.

4.1. Séries formelles solutions en un point régulier dans le cas diffé-
rentiel. Considérons une algebre de Ore

A:C((El,...,ifr)<81,...,ar;.[,...,I7Dzl7...,DIT>,

un idéal a gauche I de cette algebre, donné par un systeme différentiel linéaire. Nous
voulons décrire les solutions séries annulées par tous les éléments de I, ol une série
est ici un élément de Cl[[z1,...,z,]], c’est-a-dire une combinaison linéaire formelle
éventuellement infinie de monoémes a exposants entiers positifs. Dans cette objectif,
cette section ébauche un analogue en plusieurs variables de la conversion entre
équation différentielle décrivant une fonction D-finie d’une variable et équation de
récurrence vérifiée par la suite P-récursive des coefficients.

Fixons un ordre monomial sur les monémes en les 0;, puis, pour cet ordre, une
base de Grobner B de I, donnée par des éléments de A sans fractions, c’est-a-dire
avec des coefficients polynomiaux. Cette base de Grébner B fournit un escalier ; no-
tons S I'ensemble des multi-exposants s = (s1, ..., s,) des monémes 9° = 97" - -+ 957
sous ’escalier, c’est-a-dire des monoémes qui ne sont pas réductibles par B. Le mo-
dule quotient A/I a alors une base d’espace vectoriel sur C(z) constituée des 90°+1,
les classes des s modulo I, pour s décrivant .S. Soit u le polynéme produit des coef-
ficients de téte des éléments de B et faisons ’hypothése que u ne s’annule pas pour
r1 = --- =z, = 0. Nous affirmons qu’alors, 'idéal I admet un espace vectoriel de
solutions séries dans Cl[z1,...,z,]] de dimension le cardinal de S, c¢’est-a-dire la
dimension sur C(z) de A/I vu comme espace vectoriel. On dit dans ce cas que le
point (0,...,0) est régulier pour le systeme différentiel linéaire définissant 1'idéal 1.

En effet, pour tout multi-exposant n = (nq, ..., n,), laréduction du monéme 9™
par B fournit une combinaison linéaire ) ¢ vn s0° congrue & 9" modulo . Notons
que par construction, les coefficients vy, 5 sont éléments de Clxy, ..., z,,u"!] et ont
ainsi une évaluation bien définie en zy = - - - = x,, = 0. Maintenant, puisque chaque
élément de I s’annule sur toute solution série

— ni s
d)_ E Cny,..n. Ty = X"

ni1€N,...,n.eN

de I, le monome 0™ et la somme vy,.s0° ont la méme action sur ¢ :
) seS )

"= vn.0° .

sES
Une évaluation en 1 = --- = x,, = 0 donne la relation
nl.oonglen,, o, = E Un,s(0,...,0)s1!. .. sl esy, s
SES

Autrement dit, la série ¢ est totalement déterminée par ses quelques premiers co-
efficients ¢; pour s € S, en nombre donné par la dimension de A/I.

Ilustrons cette idée en reprenant l'exemple des polynoémes orthogonaux de
Laguerre, qui étendent déja légerement le cadre purement différentiel qui précede.
Posons

L (z) = Zﬁmkmk.
k=0
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En multipliant chaque p; pour i = 1, 2,3 par 83’;, il vient
OFpy = (n+2)020% — 2n+ a + 3 — 2)9,0F + k0,1 + (n+ a +1)0F,
O py = 20 — (n+ 10,05 + (n+ a+k+1—2)0" — ko,
OFps = 20F? + (a+k+1—2)05 + (n — k).
Apres application sur L(®)| évaluation en z = 0 et division par k!, on trouve les
relations de récurrence sur la famille doublement indexée des £, i,
(N4 2)lngor — 2n+a+3)lny1k +lagip—1+ (n+a+ 1)l =0,
—(n+ i+ n+at+k+1)l, 5 —bnr—1=0,
(k+1D)(a+k+1)lp i1+ (n—k)lpir=0.
En décalant la derniere vers l'arriere en k puis éliminant ¢, ;_; entre la relation
obtenue et la deuxieme récurrence ci-dessus, on obtient la récurrence
m+1—k)lpp1— (n+a+1)l,, =0.

Ce jeu de récurrences fournit tous les £y, j.

4.2. Solutions en séries des systemes hypergéométriques de Gel’fand,
Kapranov et Zelevinsky. Prenons un exemple concret, celui des systéemes hy-
pergéométriques dans la formulation de Gel’fand, Kapranov et Zelevinsky. L’algebre
de Ore qui intervient dans cet exemple est I’algebre A engendrée par quatre indéterminées
01, ..., 04 sur le corps C(z1, ..., z4), chaque 9; représentant I’opérateur de dérivation
par rapport a x;. Le systeme GKZ est le systeme

p1 = 0203 — 010y,

p2 =101 — 2404+ (1 —¢),

p3 = 1202 + 2404 + a,

ps = 1303 + 404 + b,
pour des parametres complexes a, b et c. L’objectif de I’exemple est de montrer que
ce systeme admet un espace vectoriel de solutions formelles de dimension exacte-

ment 2, ou par solution formelle nous entendons plus maintenant généralement une
série de la forme

al aq ni N4
Ty ...y E Cnyyng Ty " Ty

n1€%L,....,na €L

pour des a; et des coefficients complexes, ou une combinaison linéaire de telles séries.
(Il y a bien un espace vectoriel sur C ou vivent ces séries, mais pas de produit sur
ces séries. En revanche, toute série peut étre multipliée par un polynoéme en les x;
et leurs inverses x;l, ainsi que dérivée formellement par rapport & chacune des
indéterminées, tout en restant dans I’espace vectoriel.)

Soit I I'idéal engendré par le systeme {p1,...,ps} et calculons & partir de ce
systéme une base de Grobner de I pour ordre lex(91, . .., d4). Les monomes de téte
respectifs de p; et po sont 0194 et 01. Le S-polynéme de p; et de py est donc

Spoly(p1,p2) = T1p1 + Oapa = 110205 — 1405 — ¢,

dont le mondme de téte est 9203 ; il est donc réductible par p3. Apreés multiplication
par —zo et ajout de x103p3, on obtient

$11'48384 + (Zﬂflag + x2x482 —+ C.T284.
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Ce polynéme a 039, pour mondéme de téte et est donc réductible par py. Apres
multiplication par x3 et retranchement de x1x494p4, on aboutit a

a$1$383 + (1’2$3 — x1x4)x48§ + (C.’EQ!L‘g — (b + 1)%11‘4)84,

qui est encore réductible par ps. Apreés retranchement de axqp4, on a finalement un
polynéme qui n’est pas réductible par {pi,...,ps4}, & savoir

ps = (Tow3 — 2124) 2407 + (cxgmg —(a+b+ 1)x1x4)84 — abxy.

Par ailleurs, les S-polynomes entre les polynémes ps, ps et ps pris deux a deux
sont tous nuls, comme on le vérifie en observant que les x;0; commutent deux a
deux. En poursuivant les calculs sur les S-polynémes Spoly(p;, ps), on montre que
tous ces derniers se réduisent & 0 par {p1,...,ps}. On obtient ainsi qu'un base de
Grobner minimale est {p2,ps,ps, ps}, avec les mondmes dominants respectifs 0y,
82, 83 et 82

Le module quotient A/I a donc une base d’espace vectoriel sur C(z1,...,24)
constituée de 1+1 et 04+ 1, les classes respectives de 1 et 94 modulo I. La structure
de module est donnée explicitement par l'action des 0; sur ces deux éléments de
base.

EXERCICE 3. Donner I'expression explicite de cette action en récrivant chaque
0; - (1 + 1) et chaque 0; - (04 + I) sur la base (1 + 1,04+ I).

Revenons sur les solutions séries du systeme GKZ. Le polynéme py agit sur un
monome par
po- (@) = (A — A+ 1 —)a -yt

(Notons la distinction entre le produit dans A noté pgxi‘l - '121\4 et 'opération de po,
ici sur une serie h en , notée ps - h; on comparera par exemple 0125 = 290, + 5}
et 0;-xf = 5z}.) Ainsi, un monome xi\l e :Ei“ ne peut apparaitre avec un coefficient
non nul dans une série ¢ solution du systeme GKZ que si \; — Ay + 1 — ¢ est nul.
En poursuivant ce type de raisonnement avec ps et pys, on obtient de méme les
contraintes Ao + Ay +a = 0 et A3 + A4 + a = 0 et on aboutit a ce que les seuls
monodmes pouvant apparaitre avec un coefficient non nul sont de la forme

c—1 A4
Aade—1_—Xa—a_—ds—b Xy _ L1 L1%4
Ty ) T3 Ty = 0 )
Loz ToX3

et une solution ¢ est nécessairement de la forme

c—1
b= x] f X1y
ozgal’ \xows )
243 243
pour une série formelle f en y a exposants entiers relatifs. Reste a exploiter que

¢ est solution de p1, ou de maniere équivalente puisque sous la forme ci-dessus ¢ est
déja solution de pa, p3 et py, de ps. Apres avoir évalué en y = z124/x223, On a

a,.b
Loy

0=—=ps-¢=(1- Vyf" (W) + (c— (a+b+1)y) f'(y) — abf(y).

On reconnait la ’équation hypergéométrique de Gauss, annulée par la série de

GaUSS
a n l: n
f] = QIJ(Q,b;C;y)i E ( ) () Z;“

n=0 (C)n
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ou (), représente le symbole de Pochhammer, z(z +1)--- (z +n — 1). On vérifie
qu’une solution formelle linéairement indépendante avec fi est fo = y'=¢oFi(a —
¢+ 1,b—c+1;2 — ¢;y). On a ainsi obtenu deux solutions formelles linéairement
indépendantes du systeme GKZ, ¢; = a$ /gl x fi(xiz4/2023) pour i = 1
et 1 =2.

Pour tout systéme différentiel représenté par un idéal I de A, un résultat d’ana-
lyse, le théoreme de Cauchy—Kovalevskaya, affirme ’existence, au voisinage de tout
point en dehors d’une certaine variété singuliere, d’'un C-espace vectoriel de so-
lutions analytiques de dimension celle sur C(x) de espace vectoriel A/I. Or, on
montre que cette variété singuliere est incluse dans le lieu des zéros du produit des
coeflicients polynomiaux de téte d’une base de Grobner de I écrite sans fractions.

Dans le cas de notre exemple, la dimension de A/T est 2 et la variété singuliere
est incluse dans le lieu des zéros de x; - - - z4(x2x3 — x124). Hors de ce lieu, y n’est
ni nul, ni infini, ni égal a 1, et les fonctions ¢ et ¢ sont donc analytiques puisque,
moyennant quelques hypotheses sur les parametres a, b et ¢, les deux séries solutions
de I'équation de Gauss, f1 et fo, représentent des fonctions analytiques sur C \
{0,1}. On a donc trouvé un espace de solutions analytiques de dimension 2, et par
le théoreme de Cauchy—Kovalevskaya, toutes les solutions analytiques du systeme
GKZ en dehors de sa variété singuliere.

5. Les fonctions 0-finies et leurs clétures

Nous poursuivons maintenant avec le cas particulier important des systeme
fonctionnels linéaires correspondant & des modules A/I de dimension finie sur C(z).
L’objectif est ici de montrer que pour une algebre A donnée, leurs solutions, que
nous appellerons « fonctions O-finies », forment une algebre sur C. Nous allons
donner un algorithme pour calculer les clotures correspondantes. Voici tout de suite
la définition, déja motivée par les sections et chapitres précédents sur les fonctions
D-finies et les suites P-récursives.

DEFINITION (Fonction O-finie). Etant donnée une algébre de Ore (rationnelle)
A=C(z1,...,2:){(01,. ., 0r;01,. .., 00, 01,...,0.)

agissant sur un C(xy,...,x,)-espace vectoriel V., un élément f de V est dit O-fini
lorsque l'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

1. pour chaque i entre 1 et r, il existe un polynome P; = Pi(x1,...,x,,0;)
dont l'action annule f;

2. la famille des 0% - f, ou 0% décrit les monémes de A, engendre un espace
vectoriel de dimension finie sur C(x) ;

3. le module quotient A/I ou I note l'idéal annulateur de f pour Uaction de A
est un espace vectoriel de dimension finie sur C(x).

Par commodité, nous appellerons « fonctions » les éléments de ’espace vec-
toriel V', ce quand bien méme il ne s’agirait pas de fonctions de ’analyse, mais
afin d’éviter la terminologie plus lourde et moins imagée d’« éléments O-finis d’un
module sur A ».

EXERCICE 4. Vérifier I’équivalence entre les trois points de la définition ci-
dessus.
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5.1. Méthode du vecteur cyclique. L’algorithme envisagé pour les clotures
des fonctions O-finies s’appuie le calcul de vecteur cyclique. Rappelons-en 'idée.
Classiquement, étant donné un espace vectoriel V' sur un corps k, sur lequel on
suppose donnée une action de k[X], un vecteur v € V est dit cyclique si la fa-
mille {X* - v} engendre V comme k-espace vectoriel. Alors, v engendre V comme
k[X]-module. Pour calculer, on suppose que V est de dimension finie d et que I’ac-
tion de X est donnée sur une base B = (b1, ...,bs) de V par une matrice M telle que
X-v=(ay,...,aq)M'B pour tout vecteur v = a1by +- - - +aqbq. Pour tester si v est
cyclique et le cas échéant rendre explicite la structure de module de V, on range
dans une matrice les lignes (ay,...,aq)M® pour 0 < i < m avec m a déterminer et
on cherche par I'algorithme de Gauss une dépendance linéaire entre les lignes de la
matrice obtenue. En procédant avec des m > 0 successifs, la premiere dépendance
linéaire fournit le polynéme minimal de v sous l'action de X sur V' ; son degré m
vérifie m < d.

Ce calcul s’étend d’abord au cadre commutatif de l'action d’une algebre k[X] =
kE[X1,...,X,] de polynomes en plusieurs indéterminées. Chaque X; correspond alors
& une matrice M; et la commutativité des X; dans k[X] induit la commutativité
entre les matrices M;. Au lieu d’itérer sur les monémes X® par ordre croissant
de 7, on itére maintenant sur les mondémes X* = X' --- X2 selon tout ordre qui
assure qu’'un mondme n’est considéré qu’apres tous ses diviseurs. Soit a(0), a(1),
etc, 'ordre dans lequel les multi-exposants des monomes sont énumérés. A chaque
étape, on recherche une dépendance linéaire entre des vecteurs

o0 .y xalm)

PR

En cas d’échec, on conserve ces m + 1 vecteurs et on reprend la recherche apres
avoir ajouté le nouveau vecteur X*(m+1) .y en cas de succes, on retire le dernier
vecteur introduit, X*(™) . v, on évite par la suite tous les multiples de ce mondme,
et on introduit le nouveau vecteur X*(™+1) . ¢ pour reprendre la recherche sur la
famille

X0 gy o xem=l) Ly xalmtl) oy,

Ce calcul termine si et seulement si le quotient k[X]/I, vu comme k-espace vectoriel,
est de dimension finie. Chaque dépendance linéaire calculée fournit un polynéme P
tel que P(Xy,...,X,) v = 0. Lorque l'itération sur les monomes X suit Iordre
croissant selon un ordre monomial (admissible), 'ensemble des polynémes annula-
teurs obtenus constitue une base de Grébner de I pour 'ordre choisi.

5.2. Algorithmes de cléture des fonctions O-finies. Le procédé du vec-
teur cyclique s’étend au cas de l’action d’une algebre de Ore (rationnelle) en présence
de fonctions J-finies. Pour une algebre de Ore

A:(C(x)(al,...,ar;crl,...,or,dl,...,(h},

lespace vectoriel utilisé est un module du type A/I, vu comme espace vectoriel
sur C(z), ou plutdét un module obtenu & partir de quelques constructions de base
sur des modules de la forme A/I, comme on va le voir sur l'exemple plus bas.
L’espace V étant d’une certaine dimension finie d et une base B = (by,...,bq) de V
étant fixée, I’action de chaque 0; sur un vecteur v = ai1by + -+ + agbg est donnée
par une matrice M; sous la forme

ai U= (Ji(al, .. 'aad)Mi + 5i<a17 ce 7(1(1)) tB’
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en adoptant une notation selon laquelle les o; et 0; agissent distributivement sur
les entrées de vecteurs ou de matrices. Pour le choix particulier v = by, on observe
que la ¢-ieme ligne de M; n’est autre que le vecteur ligne des composantes de 0; - by
sur la base B.

En faisant maintenant agir ; et en posant a = (a1, ...,aq), o0 a

8j8i-v = (O'jO'i(a)O'j(Mi)Mj +aj5i(a)Mj —l—ajai(a)éj(Mi)+(5j0i(a)Mi+5j5i(a)) ‘B.

En tenant compte, pour i # j de la commutation 0;0; = 0;0; et des commutations
entre morphismes de corps et o-dérivations données par la définition des algebres de
Ore, on déduit la relation suivante, qui remplace la commutation entre les matrices
du cas commutatif,

0j(M;)M; + 6;(M;) = o7 (M;)M; + 6;(M;).

Lorsque de telles relations sont assurées, la méme méthode de recherche de dépen-
dances linéaires par la méthode de Gauss que dans le cas commutatif s’applique
et fournit un calcul de 'addition et du produit de fonctions O-finies, ou méme
d’une expression polynomiale en des fonctions O-finies. Plutét que de faire une
présentation formelle de ces algorithmes, nous en donnons I'idée sur un exemple.

Prenons celui du calcul du produit des deux fonctions f et g en deux variables x
et y, données par f(z,y) = exp(zy) et g(z,y) = Ju(x+y), o, pour un parametre
complexe, J,, est la fonction de Bessel de premiere espece, solution de I’équation
différentielle

z2J;L’(z) + 2J;,(2) + (22 — ) Ju(2) =0
qui admet a l'origine le développement asymptotique

1 o= (=1)"(z/2)%"
Z( )"(2/2)

JM(Z)NQTL nT(n+p+1)

n=0

Considérons l'algebre de Ore A = C(p, ,y)(0z,0y; I, 1, Dy, Dy), ot p1 est mainte-
nant un parametre formel. Des bases de Grébner des annulateurs I et J dans A de
f et g pour lordre lex(9d,, 0,) sont respectivement

{0c =y, 0y —a} et {(z+9)°% + (x + )0 + (& +y)* — p*, 0y — s}

En désignant maintenant par f et g les vecteurs cycliques générateurs des modules
A/I et A/J, avec un petit abus de notation, on introduit donc l'espace vectoriel
sur C(u) de base B = (f ®g, f® (0 -g)), ou 'on voit le produit h = f ® g donné
par ses coordonnées (1,0). Puisque

et

=yf @0 9)+ (x+y) - 1)fRg—(x+y) " f® (0 9),

et des relations similaires pour l'action de d,, on trouve les matrices

M, = ((ery)y?,ﬂ -1 y- (931+ y)1>
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et

T 1
My = ((m +y) -1 a—(z+ y)l) '

Choisissons d’itérer selon un ordre raffinant le degré total en J, et 0,. On
fait d’abord agir 8, pour trouver 9, - h = ((1,0)M, + d(1,0)/dy) 'B = (z,1)'B,
qui n’est pas lié avec (1,0). De méme, on trouve d, - h = (y,1) B, qui fournit la
liaison py - h = 0 pour p; = 9, — 9y + (x — y). Pour la suite du calcul, on exclut
alors tous les mondmes divisibles par J, ; le monéme considéré suivant est 85. Son
action sur h donne

85 “h=((z, )My +d(z,1)/dy)'B= ((z +y) *p* +2° — 1,22 — (z +y) ') 'B,
et I’on obtient un second annulateur de h,
p2 = (@ +)?0y) — (x +y)(22% + 22y = 1)9, + (z +y)(@® + 2%y +y) — .

Pour la suite du calcul, on exclut donc tous les monomes divisibles par 857 si
bien qu’il ne reste plus aucun monoéme a considérer. L’idéal annulateur de h est
l'idéal Ap1 + Aps, dont {p1,p2} est une base de Grébner pour l'ordre lex(9y, 9, ), de
monomes de téte respectifs d, et 35 ; le module A/T est donné comme C(z, y)-espace
vectoriel par sa base (1+ 1,0, + I).

Le calcul qui précede se revisite en abandonnant 1’écriture matricielle et en fai-
sant apparaitre plus explicitement les calculs de restes modulo une base de Grobner.
On récrit d’abord d, - h sous la forme

Oy -h=0y N©0g+fe(@y-9)=2f@g+ [ (0 9)
apres réductions par les bases de Grobner pour I et J; ce vecteur est donc liné-
airement indépendant de h. On procede ensuite de méme pour 0, - h, de fagon a
avoir

O h=(0 - [)@9g+f®(0r-9)=yf@g+ [ (0 9);
on retrouve ainsi I'annulateur p;. Le monoéme considéré suivant est 85, d’action
sur h

R-h=2f@g+20f@0s-9)—(x+y) °f@ (x+y)0: + (x+y)* — 1)y
ce vecteur est donc linéairement lié a h et 9, - h et I'on retrouve le second annula-
teur ps. Le calcul se termine de la méme maniere.

Pour l'algorithme d’addition, les mémes idées algorithmiques fonctionnent en
calculant dans la somme directe A/I @ A/J.
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CHAPITRE 8

Sommation et intégration symboliques des
fonctions spéciales

Résumé

Dans ce chapitre, nous décrivons un algorithme qui peut se voir comme
une extension de l'algorithme de Zeilberger pour des sommants O-finis,
et qui traite dans le méme formalisme sommation et intégration. Les
quelques sommes et intégrales suivantes, que nous envisageons de traiter
avec cet algorithme, montrent une variété d’applications qui vont de la
combinatoire & la physique mathématique en passant par la théorie des
fonctions spéciales :

n k 3 9
(Z <Tl>> — podn-1 + 93n _ 3n2n—2< n) 7
- Wi n
k=0 \j=0

- " 4u(zy—u(12+y2>>)
S mm - )
= n! V1—u?
1 1
5J0(@)” + h(@) + Ba(@) + - =5,
temPr T, ()

—1 \/1—{172

oo 2 1 2 —b? be
ze P7 J,(bx) I, (cx da:z—exp( )Jn<—>,

/ (o)L (e do = o = -

oo n — CL4
/O w1 () Ty (az) Yo () Ko () da = — 20 =97

dzr = (71)’"‘7‘-[”(}7)7

2ma?

n k2

q B n (_l)kq(5k27k)/2
> (@) (q; Ok 2 (@ Dn—1(G Dtk

k=0 k=—n

Ici, J, Y, I et K sont des variantes de fonctions de Bessel, qui appa-
raissent fréquemment pour décrire des modeles physiques a symétrie
cylindrique ou sphérique; H et T sont des familles de polynémes or-
thogonaux de Hermite et Tchébichev; (g; q)» représente le produit (1 —
q)--- (1 —q™). La premiére identité intervient dans une discrétisation
d’une question de probabilités sur la position du maximum de trois va-
riables aléatoires gaussiennes; la derniére est une variante finie d’une
des identités de Rogers—Ramanujan, en théorie des partitions.

67
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1. Expression de la création télescopique en termes d’algébres de Ore
rationnelles

On a déja exposé dans ce cours la méthode de la création télescopique, en
I’appliquant & la sommation hypergéométrique définie par une combinaison de 1’al-
gorithme de Gosper et d’une idée due a Zeilberger. Cette approche se généralise en
des algorithmes de sommation et intégration pour les suites et fonctions J-finies.

Rappelons le principe de la méthode. Soit & évaluer une somme paramétrée

b
F, = Z fn,k-
k=a

En toute généralité, le principe de la création télescopique est de déterminer une
suite auxiliaire ¢ = (gn ) ainsi que des coefficients 7o, ..., 7., fonctions de la
variable n, tels que se trouve vérifiée la relation

nr(n)fn—i-r,k + -+ nO(n)fn,k = 9n,k+1 — 9n,k-

Ici, nous ne faisons pas plus d’hypotheses sur les n; et g que celle de pouvoir évaluer
la relation ci-dessus pour tout n quand k décrit les entiers de a a b. Dans ce cas,
une sommation sur k fournit 1’égalité

nr(n>Fn+r +---+ nO(n)Fn = 9gn,b+1 — Gn,a-

Si le membre de droite n’est pas déja nul, on recherche un opérateur annulateur de
ce second membre ; par composition, on obtient une récurrence homogene sur F.
Dans bien des cas, on sait prédire a partir de conditions analytiques sur f la nullité
du terme 9n,b+1 — Gn,a-

Des algorithmes d’efficacités différentes ont été donnés selon le domaine de
recherche des 7; et de g, et selon le compromis choisi entre efficacité et richesse de
la classe de suites f en entrée. En particulier, I’algorithme de Zeilberger, optimisé
pour une suite f hypergéométrique, revient a rechercher des 7; polynomiaux et une
suite ¢ similaire & f, c’est-a-dire un multiple ¢f pour une fraction rationnelle ¢
en n et k. La suite ¢ = ¢f devant étre une somme indéfinie, la recherche de ¢
et des n; se fait par une variante paramétrée de 'algorithme de Gosper. Notons
que le domaine de recherche de g est I'espace vectoriel C(n,k)f, qui n’est autre,
dans le cas hypergéométrique, que le module engendré par f sur l’algebre de Ore
A = C(n, k){On, Ok; Sn, Sk). Nous considérons ici la généralisation au cas ou f est
une fonction J-finie et ol le module A - f est un espace vectoriel de dimension finie
sur C(n, k), mais pas forcément de dimension 1. Soit vy, ..., vq les éléments d’une
base vectorielle de A- f ; 'algorithme de Zeilberger étendu recherche g sous la forme
indéterminée ¢1vy + - - - + Pqug, pour des fractions rationnelles ¢; en n et k. Cette
recherche se fait par une extension J-finie de la variante paramétrée de I’algorithme
de Gosper.

Tout ce qui a été dit s’étend au monde différentiel pour I’évaluation d’une
intégrale paramétrée

b
F(z) = / f() dy.

On cherche alors une relation

) G )+ o)) = (o),
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qui apres intégration fournit 1’égalité
b
@) F@) - (@) F@) = [ gle,y) dy

a
La méme méthode permet aussi de traiter des sommations paramétrées continii-
ment,

b
F(z) =) filx),
k=a

et des suites d’intégrales de la forme

nzfn@@.

EXERCICE 1. Formuler la relation entre f et g a rechercher dans ces deux
derniers cas.

2. L’algorithme sur Pexemple 1 Jo(z)? + Ji(2)? + Jo(z)? + -+ = 3

Nous allons montrer que la famille paramétrée des fonctions de Bessel de
premiere espece, J,, ou chaque J, est une solution que nous allons préciser de
I’équation de Bessel

2?y"(2) + ay' () + (2 — v*)y(z) = 0,

a une somme 3.Jo(z)? + Jy(z)? + Jo(2)? + -+ qui s'évalue a 3.

L’équation de Bessel et les fonctions de Bessel peuvent étre considérées pour des
valeurs complexes du parametre v, mais vu la nature de la somme a étudier, nous
nous limiterons dorénavant a des valeurs entieres v € N. En étudiant I’équation
indicielle de ’équation de Bessel, on s’apercoit qu’il existe pour chaque v des so-
lutions dans les séries formelles C[[z]] et que ces solutions constituent un espace
vectoriel de dimension 1 sur C de séries. Une base de ces solutions formelles est
donnée par la série de Bessel

o~ (D) (z/2)™"
Ju(if) = ($/2)VZ n (n—!—u)'

n=0
de valuation v, qui vu la décroissance de ses coefficients est pour chaque entier v
une série définissant une fonction entiére (de rayon de convergence +00.)

EXERCICE 2. Vérifier ces résultats.

On vérifie par simple substitution et évaluation que ces fonctions J,, satisfont
aussi aux relations

zJ,(x)+ 241 (x)—vd,(x) =0 et xdyro(x)=2(w+1)Jyp1(z)+2J,(z) = 0.

En introduisant l'algebre de Ore A = C(v,x){(0,,0:;5,,1,0,D,) ou S, est le
décalage avant sur v et D, est la dérivation par rapport a x, on a donc un systeme
d’annulateurs pour J,

p1 = 220% + 20, + 2% — V7,
p2 = 20y + 20, — v,
ps = 202 —2(v +1)d, + .

Les deux premiers forment une base de Grébner de 1'idéal engendré pour l'ordre
lex(0y, 0z) ; les deux derniers pour Pordre lex(0y,dy).
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EXERCICE 3. Pour chacun des idéaux Ap; + Aps et Aps + Aps, calculer la base
de Grobner minimale réduite pour chacun des deux ordres lex(9,, d,) et lex(9y, 0y).

Bien évidemment, J est une fonction O-finie. Le module A - J est donné, par
exemple, comme ’espace vectoriel sur C(v, z) de base (J,0, - J). Pour représenter
le carré de J en vue d’une sommation, on peut observer que, en tant qu’espace
vectoriel, le module A - J? admet la base (J2,J x (0, - J), (8, - J)?) et utiliser
I’algorithme de cléture par produit pour obtenir une base de Grébner. En fait, le
calcul qui suit n’a méme pas besoin d’une représentation aussi explicite de f = J? :
pour calculer la somme .Jo(x)? + Ji(x)? + Jo(z)? + - -+ comme fonction de z, on
recherche une fonction 7 de z, indépendante de v, telle que f’+nf soit la différence
finie en v d’un élément g de A - .J2. Pour la suite du calcul, nous fixons cet élément
sous la forme indéterminée donnée par

9(v) = ¢o(W) 3 + 61(V) J5 1y + G2 (V) dua,
ol nous avons omis de faire référence a la variable z dans les évaluations de g,
des ¢; et de J, car cette variable ne va intervenir que comme parametre dans le
calcul des fractions rationnelles ¢;. (On peut penser qu’on travaille temporairement
dans l'algebre de Ore A’ = C(v, x)(0,; Su).)

En supposant le probléme résolu, on a alors par construction la relation f’ +
nf = (0, —1)-g, puis, aprés réduction de chaque occurence des dérivées et décalées
de J par la base de Grébner {p2,ps3},

2, Jy, 0y = (8, — 1) - ($o(W) I + o1 (V) To 11 + d2(v) Sy Tusn)
_ 2
= ¢o(v+ 1) I = doW) L + d1(v + D2 (2w + 1) Jypa — 2,)” — o1 () J74,
+ gf)g(l/ + 1)1’711],,_0_1 (2(1/ + 1)Jy+1 - $Jl,) — (Z52(V)JVJV+1,

laquelle se récrit

(21/3:*1 + 77) Jf —2J,Ju41
= (1w +1) = go()) I — (4w + Va1 (v + 1) + o(v + 1) + d2(v)) Ly Juia
+ (po(v+1) +4v + 1) %2721 (v + 1) — p1(v) +2(v + Dz~ ' do(v + 1)) 74

De P'indépendance linéaire des fonctions JZ, J2, | et J,J,41 sur C(v, z), on déduit
les relations nécessaires

—po(V) + 1 (v+1) = v~ + ,
A+ Dz o1 (v + 1) + ga(v) + do(v +1) = 2,
do(v+1) —p1(v) +4(v + 1)’z 21 (v + 1) +2(v + 1)~ ' do(v + 1) = 0.

En résolvant les deux premieres respectivement en ¢g et en ¢1, puis en substituant
dans la derniere, on trouve la récurrence

22 (v 4 D) pa(v +3) — (v 4 1)(4v? + 200 + 24 — 22)do (v + 2)
+(W+3) (42 120 +8—2%) o (v +1) — 22 (v +3)p2 (v) = —dx(nv® +4nv+3n+ ).
Nous résolvons maintenant celle-ci en ses solutions rationnelles par 'algorithme
d’Abramov, dans sa variante paramétrée qui résoud en ¢o € C(n,v) et simul-
tanément en n € C. Les coefficients extrémes de la partie homogene indiquent que
toute solution rationnelle doit étre polynomiale, puisque le p. g. c. d. entre (¥ —3)+1
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et © 4+ 3 vaut 1. La mise sous forme de différences finies de la partie homogene in-
dique que l'opérateur associé accroit de 2 le degré d’un polynome. Le degré de la
partie inhomogene étant 2, toute solution rationnelle ne peut étre qu'une constante.
On trouve ¢o = 1 et n = 0, d’ou apres report ¢1 = 0 et o9 = —2v/z. Autrement
dit, on a

Oy J2= (0, — 1) (Jydys1 —2v2~ ' J2)

qui par sommation fournit

N
Op + ZJS =Jn41 (JN+2 — 2(N + 1)1‘_1JN+1) — JoJ1.
v=0
Comme la série Jy € C[[z]] a valuation N, le membre droit tend vers —JoJ; =
%&U - J& quand N tend vers oo pour la topologie usuelle donnée par la métrique
|s|] =277 pour toute série non nulle s de valuation v. On a donc

0y - (%JO('T)Q + Ji(z)? + Ja(x)? + - ) -0

qui caractérise la somme par une condition initiale. Une simple évaluation en 0
montre que la somme vaut %, ce qui acheve la preuve de l'identité annoncée.

3. Bases de Grobner de modules et découplage de systémes

Dans 'exemple qui précede, on a pour le moment effectué le découplage « a la
main », mais un procédé systématique et automatique est disponible, par le biais des
bases de Grobner de modules, qui généralisent la notion de base de Grébner pour les
idéaux. Cette notion existe tant dans le domaine des polynémes commutatifs que
dans le cadre non commutatif des algebres de Ore; nous la présentons directement
dans ce second cas.

Dans le cas d’un idéal I d’une algebre de Ore A, les éléments de [ s’interpretent
comme autant d’équations vérifiées par une fonction inconnue ¢. Dans une perspec-
tive algorithmique, chaque idéal est engendré par un nombre fini de générateurs.
Une question naturelle est celle de systémes linéaires sur un vecteur de fonctions in-
connues (¢1,...,0q), a coefficients dans A. On considére des systémes d’un nombre
fini d’équations de la forme g; = g;,1-¢1+- - -+9i,4-¢a pour des polynomes tordus g; ;
de A. Un tel systeme se représente de facon compacte par une matrice (g; ;) & entrées
dans A. Les questions qui sont alors naturelles sont celle de 1’algebre linéaire pour
ces matrices, dont en particulier celle de donner un algorithme du pivot de Gauss
pour des coefficients dans A, c’est-a-dire non plus dans un corps, mais dans un
anneau, et non commutatif de surcroit.

Pour ce faire, au lieu de considérer simplement un ordre monomial sur les
monomes 0% d’une algebre de Ore A = k(x)(0; 0, d), pour lequel tout idéal & gauche
admet une base de Grobner, on s’intéresse plus généralement & un module libre de
rang fini sur A, donné par une base sous la forme A? = Ae; +- - -+ Aeg et muni d'un
ordre sur les 0%¢;, dans lequel on va étendre la notion de base de Grobner pour des
sous-modules & gauche de A?%. La notion d’ordre monomial conserve formellement la
méme définition, si ce n’est que les e; ne peuvent apparaitre que linéairement dans
les monoémes 0%; et qu’ils ne peuvent servir pour des multiplications a gauche.
La notion de S-polynéme s’étend aussi mot pour mot, a ceci pres que deux po-
lynémes de monomes de téte 0%; et abej ont un S-polynéme nul des lors que i
et j sont différents. Les définitions et caractérisations équivalentes des bases de
Grobner d’idéaux restent alors valables pour les sous-modules du module libre A%,
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L’algorithme de Buchberger, modifié pour suivre ces nouvelles définitions, termine
sur tout sous-module en fournissant une base de Grobner. Pour certains ordres, ce
calcul correspond a l'algorithme de Gauss.

Un point de vue presque équivalent, mais qui donne une variante des calculs
avec un peu plus de réductions, est que le calcul est celui d’'une base de Grobner
dans 'anneau Aleq, ..., eq] des polynémes en les indéterminées commutatives e; &
coefficients dans I'anneau A pour 'idéal a gauche engendré par les g; initiaux et
tous les produits e;e; = 0.

Reprenons ’exemple du découplage des relations entre les coordonnées ¢; don-
nant g dans la section précédente sur la somme des carrés fonctions de Bessel. Ces
relations se recodent par les éléments

g1 := —eg + Oyer — (v~ +n)es,

go :=4(v + 1)1’71(3',,61 + (0y + 1)ea — 2es,

g3 := Oyeq + (4(V +1)%27209, — 1)61 +2(v+ 1)z, e,

g4 := (0, — 1)es,
du module libre A* pour I'algebre de Ore A = C(n, k){0y, Or; Sn, Sk). Ici, chaque e;
représente la fonction rationnelle inconnue ¢;, et I’on a astucieusement représenté les
second membres de équations inhomogenes d’origine comme multiple d’une nouvelle
inconnue représentée par es et contrainte par g4 a étre constante.

Le découplage effectué dans la section précédente revient au calcul d’une base

de Grobner pour lordre lex(eg, €1, €2, €3, 0, ). Les monomes de téte respectifs des g;

sont eq, dye1, dyeq et Jyes, si bien que le seul S-polynéme non nul est Spoly(g1, g3)-
Il est donné par

Spoly(g1,93) = dvg1 + g3
= (02 +4(v+1)°2720, —1)er + 2(v + )z~ 'pes — (2(v + 1)z~ + 1) ye3.
Apres réductions par go et g3, ce polyndéme devient
T 22— 4% — 120 -8 v+1 T
95 = —€1— (4@ e T ) ) et <2(u o) ”) e
qui est adjoint a la base de Grobner en cours de calcul. L’unique nouvel S-polynéme
A considérer est celui entre ce g5 et go, qui est Spoly (g2, g4) = go+4(v+1)x710, g5 et

a pour monome de téte 93es. Apres réduction par ez et renormalisation, le dernier
polynéme introduit dans la base de Grébner est

(v +1)2°0) + (v + 1)(2* — 4* — 20v — 24)0?,
— (v +3)(z® — 4* — 12v — 8)9, — (v + 3)z°) €2
+4((V* 4+ 4v + 3)n + z) wes.
Ce polynéme n’est autre qu'un recodage de I’équation inhomogene du troisieme
ordre qui a permis de déterminer ¢5 dans la section précédente.
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