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Processus aléatoires dans le quart de plan

o Cas discret : marche aléatoire @ Cas continu : brownien
Applications : Motivation initiale :
» combinatoire » approximer des réseaux de

» évolution de populations files d'attente
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Du quart de plan aux cones

transformation linéaire

quadrant <— cone
covariance ¥ <— angle

cadre continu # cadre discret
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Réflexions obliques

» Réflexions obliques d'angle constant le long de chaque bord

» Dérive (drift)
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Récurrence/transience

Selon les parametres du modeéle le processus Z; est :

» Transient Z; — oo (mesures de Green)

< Quantité de temps que le processus passe dans un ensemble A
oo
g(A)=E [/ ]lA(Zu)du]
0

» Récurrent (distribution stationnaire/mesure invariante)

— Proportion de temps que le processus passe dans un ensemble A

T(A) = lim E [1 /Ot]IA(Zu)du]

t—00 t

# Objectif

» Etudier la transformée de Laplace (fonction génératrice) de la
distribution stationnaire

o EXpreSSion €eXaCte (intégrales de contour, fonctions hypergéométriques, invariants conformes)

o Nature a|gébrique (rationnelle, algébrique, D-F, D-A)
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Un parameétre clé o

a_e+5—7r
B

V4

Solution d’un probléeme de sous-martingale

Le processus passe un temps nul en 0

Processus absorbé

L .
Le coin n’est pas atteint s Tl @il
Semi-martingale rocessus de Dirichlet
Satisfait un probleme de Skorokhod Sl 1 il
de Skorokhod étendu
2 o

/IO 1
a=0

ae—-N
Dicker et Moriarty Skew symétrie
Forme produit

densité stationnaire
somme d’exponentielles Densité exponentielle
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Un parameétre clé o

a_e+5—7r
B

V4

Solution d’un probléeme de sous-martingale

Le processus passe un temps nul en 0
Processus absorbé

Le coin n’est pas atteint dans le coin
Semi-martingale rocessus de Dirichlet
Satisfait un probleme de Skorokhod Sl 1 il
de Skorokhod étendu
/'I ! ' ’ ’
ae—-N a=0
Dicker et Moriarty Skew symétrie
densité stationnaire Forme produit
somme d’exponentielles Densité exponentielle
Deux autres parametres
2¢+0—-8—m 20 —0—7
e —— ) — T
7/56
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Résultats

o
Nature algebrlque (2021, BousQUET-MELOU, PRICE, F., HARDOUIN, RASCHEL)

Nature algébrique de la transformée de Laplace de la distribution stationnaire
D-algébrique D-finie Algébrique Rationnelle
B/m ¢ Q aEZJr%Z,ou aefNoJr%Z,ou a € —Np, ou a € —Np
{o1,00} CZ+ 32 | {a1,00} CZU (N + 32) {a1, a2} C Z
B/meQ toujours a €Z+ %Z, ou a €7+ %Z, ou a € —Ny
{1, 0} CZ+ F2Z {on, 2} CZ+ FZ

» Calcul récursif des moments de la distribution stationnaire

» Formule explicite sans intégrale (fonctions hypergéométriques)



Méthode

@ Question probabiliste : distribution stationnaire
| 4 Equations fonctionnelles a NOYyau (fonctions génératrices, transformées Laplace)

o Méthodes et outils

» Analytique

Problémes frontieres (Carleman ou Riemann-Hilbert, Sokhotski—Plemelj)

— FAYOLLE, MALYSHEV, Marches dans le quadrant, années 70-80
» Combinatoire

Invariants de Tutte (Fonctions de découplage)

< TuTTE, Triangulations colorées, années 70-80

< BERNARDI, BOUSQUET-MELOU, RASCHEL, Marches, années 2010
» Algébrique

Théorie de Galois différentielle (Equation aux g-différences)

— DREYFUS, HARDOUIN, ROQUES, SINGER, Marches, années 2010

# Objectif

Développer pour le Brownien (continu) ces 3 méthodes habituellement
utilisées pour les marches dans le quadrant (discret)




P

0 Mouvement brownien réfléchi obliquement dans le quadrant
o Approche analytique et probléeme frontiére

© Méthode des invariants de Tutte

Exemples
o
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Q Mouvement brownien réfléchi obliquement dans le quadrant
@ Approche analytique et probleme frontiere

© Méthode des invariants de Tutte

@ Exemples
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Temps local

» B; mouvement brownien

» On définit le temps local

.1
L7 = lim =
e—0 €

t
/ l[a,a+e](BS)d5
0

— densité de temps passé en a avant t

Formule du temps d’occupation

/0 F(B.)ds = /R f(a)L2da
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Réflexion en dimension 1

» |B:| : Brownien réfléchi en dimension 1 = valeur absolue de B;
» Formule d’It6

t 1 t
f(B:) = f(Bp) —I—/ f'(Bs)dBs + 2/ f""(Bs)ds
0 0
— Appliquée a f = |- |, ' =sgn et "' = 24

t 1 t
:»IBt|:0+/ sgn(Bs)st+2/ 260(Bs)ds
0 0

mouvement brownien f]R 50 (a)L?da:L?

t formule d’occupation

Formule de Tanaka

|Be| = Wi + L3
@ W;: mouvement brownien

o L9 temps local a I'origine
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Brownien avec dérive réfléchi obliquement dans R%

Parametres du modele A :
R
» W; Brownien plan, covariance X = (1 512) \ ‘u/
> = (13) dérive R‘“’/
> R=(Ri, k)= (rl1 rf) matrice de réflexion >

Définition (Semimartingale Reflected Brownian Motion)

On définit un SRBM qui a pour point de départ zy par
Zi =20+ Wi +put+RL, €R%

ou L} est un processus continu et croissant, qui s'accroit
uniquement lorsque le processus touche un axe.

v

< L, est le temps local sur les axes < Probléme de Skorokhod
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Brownien avec dérive réfléchi obliquement dans R%

Théoreme (Reiman, Taylor, Williams, 1988 et 1993)

Un tel processus Z; existe pour tout t > 0 sans absorption
< rn,ph>00ul—nrn>0
& 3 combinaison convexe de R! et R? qui appartient 2 Ri.

Absorption a I'origine

Sinon, Z; peut atteindre |'origine et y rester coincé : absorption

» Existence Vt » Pas d’existence Vt
Absorption a I'origine
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Récurrence / Transience

Proposition (D. Hobson et L. Rogers, 1993)

@ Récurrent S 1—nn >0, Ml—rzuggo, /J,Q—I’1/J,1<O

@ Transient sinon

» Compétition entre dérive (drift) et vecteurs rebond

1

L

1

|

A

R
M 2
Cas e \;\
récurrent Rz/ =y
A | Wy R!

Rl \ J
Cas ™ v '\ w”
transient R

/

Y

Y




Distribution stationnaire et frontieres

Soit 7 la distribution stationnaire (ou mesure invariante) sur R .

@ Théorémes ergodiques :
< proportion moyenne de temps passé en A € Ri :

(A) = lim E [1 /Ot]lA(Bu)du}

t—00 t

@ Qu'en est-il sur les frontieres?
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Distribution stationnaire et frontieres

Soit 7 la distribution stationnaire (ou mesure invariante) sur R .

@ Théorémes ergodiques :
< proportion moyenne de temps passé en A € Ri :

(A) = lim E [1 /Ot]lA(Bu)du}

t—00 t

@ Qu'en est-il sur les frontieres?
< proportion moyenne de temps local
On définit 1 une mesure sur le bord, pour A € {0} x R,

vi(A) = E, [1 /Ot]lA(Bu)dL},} :

De méme on définit v».

» Distributions stationnaires sur les frontiéres
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Transformées de Laplace

» Cas discret : |a fonction génératrice de la distribution
stationnaire 7; j sur Z7 est la série génératrice Zzi mijXx'yl.

» Cas continu :

@ La fonction génératrice de la distribution stationnaire est |a
transformée de Laplace

L(x,y) = //2 e (u, v)dudv
R+

@ Sur les frontiéres on définit

Lg(x):/R e*vy(u)du, Ll(y):/]R eV vi(v)dv
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Equation fonctionnelle

Cette équation qui relie les transformées de Laplace caractérise la
distribution stationnaire.

Equation fonctionnelle

—K(x,y)L(x,y) = Ki(x, y)L1(y) + Ka(x, y)L2(x)

K(x,y) = %(<711X2 + 022y? + 2012xy) + pax + pay,
Kl(X7y) =X+ ny,
Ka(x,y) = nx+y.

» Connecte ce qui se passe dans le quart de plan et sur ses frontiéres.

» La fonction K est appelée le noyau.

Preuve : Formule d'Ito.
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Preuve de I'équation fonctionnelle

Remarque : Les relations suivantes caractérisent la distribution
stationnaire dans différents cas :

e 7(P — 1) =0 pour les chaines de Markov,
@ m( = 0 pour les chaines de Markov a temps continu,

e [Gfdm =0 pour les processus de Markov ol G est le
générateur. A\ domaine du générateur !
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Preuve de I'équation fonctionnelle

Remarque : Les relations suivantes caractérisent la distribution
stationnaire dans différents cas :

e 7(P — 1) =0 pour les chaines de Markov,
@ m( = 0 pour les chaines de Markov a temps continu,

e [Gfdm =0 pour les processus de Markov ol G est le
générateur. A\ domaine du générateur !

La relation analogue pour le mouvement brownien réfléchi dans le
quadrant est la “basic adjoint relationship” :

Vf € C3(R?) /Ri Gf(z)n(dz) + Z /]R_{ Dif(z)vi(dz) =0

i=1,2
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Preuve de I'équation fonctionnelle

ol le générateur “dans” le quadrant est

2 2

1 Pf 8f
9f(z) =5 Z ’1021822 Z“’

ij=1
et pour i = 1,2 les générateurs “sur les frontiéres” sont

Dif(x) = (R'|Vf).
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Preuve de I'équation fonctionnelle

ol le générateur “dans” le quadrant est

1 2 2

O2f of
G9f(2) = 5 Z i iz Z“’

ij=1
et pour i = 1,2 les générateurs “sur les frontiéres” sont
Dif(x) = (R'|Vf).

< On doit juste prendre f = e{*¥)) dans la basic adjoint
relationship pour obtenir I'équation fonctionnelle. En effet

ge(xﬂz (dz) + Z/ D;el N2 (dz) = 0

i=1,2

donne

K(x, y)L(x, y) = Li(x, y)Li(y) + Ka(x, y ) L2(x).
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@ Mouvement brownien réfléchi obliquement dans le quadrant
9 Approche analytique et probléeme frontiére

© Méthode des invariants de Tutte

@ Exemples
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Etapes clés

Méthode analytique

@ Trouver une équation fonctionnelle
Etudier le noyau (surface de Riemann, groupe)
Prolonger analytiquement les fonctions génératrices

Etablir un probleme frontiere

Le résoudre (formules de Sokhotski—Plemelj, invariants conformes)

Formule explicite intégrale de la fonction génératrice
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Noyau et surface de Riemann

» Le noyau K peut s'écrire K(x,y) = a(x)y? + b(x)y + c(x)

—b(x)£+/b?(x)—4a(x)c(x)

< Deux branches : Y*(x) = %a(x)

Ona K(x, Y*(x)) = 0.

+

< Points de branchements x* : racines du polyndme b®> — 4ac

24 /56



Noyau et surface de Riemann

» Le noyau K peut s'écrire K(x,y) = a(x)y? + b(x)y + c(x)

< Deux branches : Y*(x) = —b(x)£ ‘;Z(XX))_“B(X)C(X)

On a K(x, Y*(x)) =0.
< Points de branchements x* : racines du polynéme b®> — 4ac
» Surface de Riemann § = zéros du noyau K

8 ={(x,y) € C*: K(x,y) =0)}

@ § est une sphére dans le cas continu (brownien)
@ § est une tore dans le cas discret (marches)
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Groupe du processus

@ Le noyau peut s'écrire K(x,y) = a(x)y? + b(x)y + c(x)
@ On définit { I'automorphisme de S qui laisse stable x

¢ S — S
(x,y) +— (X,%%)

On a
Cx, YT(x) = (x, Y™ (x))

De méme on note 7 I'automorphisme de S qui laisse stable y
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Uniformisation

Paramétrisation (ou uniformisation) rationnelle

‘5 = {(x(s),y(s)) :seCU {OO}}‘

ol
() x+-|-x_+x+—x_ +1
x(s) = s+ -
2 4 s
+ - + - i6
PO AR A A (LR
2 4 elB s
avec
(8 = arccos <_012>
/011022
On note
g= o2i8
on a alors

=5 =2 ncs)=as

S

26
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Recouvrement de S et prolongement

o ( et n sont des symétries axiales de la sphere &

@ n( est une rotation de d'angle 3 = arccos (%)

e La finitude du groupe ((,n) équivaut a g 0)
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Prolongement sur la surface de Riemann

@ L1 et Ly initialement définies sur un
sous domaine de S

o Grace a n et ( et a I'équation

0= Ki(x,y)La(y) + Ka(x, y) L2(x)
on a la formule de prolongement :

Ka(¢s)Ki(s)

HU189) = B (o) Rals)

Li(s) pourseS

| La(gs) = G(s)La(s)|
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Prolongement sur la surface de Riemann

@ L1 et Ly initialement définies sur un
sous domaine de S

o Grace a n et ( et a I'équation
0= K]_(X,y)Ll(_)/) + K2(X7y)L2(X)
on a la formule de prolongement :

Ka(¢s)Ki(s)

le(S) pour s € S

Li(n¢s) =

| La(gs) = G(s)La(s) |

» Par itération on prolonge méromorphiquement sur S
» Les pdles de Ly proviennent des zéros des fonctions Kj et Kj et

de leurs images par le groupe (¢, n)
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Surface de Riemann

» Automorphisme de Galois de S et groupe
» Paramétrisation (uniformisation) de la surface de Riemann 8
» Prolongement analytique des transformées de Laplace sur §

» Sur S, la premiére partie des équations fonctionnelles s’annule :
0=Kili + Krl»

— Simplification (une fonction inconnue en moins)

Objectif : calculer L;

Méthode : Déterminer un probleme frontiére (en éliminant L»)
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Qu'est-ce qu'un probleme frontiere ?

Un probléme frontiére est fait de deux conditions :
@ une condition de régularité sur un ensemble

@ une condition frontiére
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Qu'est-ce qu'un probleme frontiere ?

Un probléme frontiére est fait de deux conditions :
@ une condition de régularité sur un ensemble

@ une condition frontiére

Exemple :

© / est méromorphe sur le d
disque unité D et a un /‘N
seul pole, d’ordre un en 0 v 1

\y

Q@ [/(x)=1I(x)|pour x € U

le cercle unité
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Qu'est-ce qu'un probleme frontiere ?

Un probléme frontiére est fait de deux conditions :
@ une condition de régularité sur un ensemble

@ une condition frontiére

Exemple :

© / est méromorphe sur le d
disque unité D et a un /‘N
seul pole, d’ordre un en 0 v 1

Ky

Q@ [/(x)=1I(x)|pour x € U

le cercle unité

. . 1
La solution (aux constantes pres) est | /(x) = x + — |.
X

| est une fonction de collage conforme qui réunit les parties
supérieure et inférieure de U.
| est un invariant pour la conjugaison sur le bord U.

30/56



Probléme frontiere

Probleme frontiere (2019, r., Rascier, Bernoulli)

© L; est méromorphe sur G5 et tend vers 0 en l'infini;

@ L; vérifie la condition frontiére

’Ll(y) =G(y)la(y), VyeRr

gr
° G(y) = (X" RX(¥).¥) ;
@ R est une hyperbole deflme par le
noyau

<
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Frontiere du BVP

@ R hyperbole symétrique par rapport aux abscisses qui vérifie :

»SiyecRet K(x,y)=0alors y € Ret K(x,y) =0
< YH(x)eR= YT (x)=Y (x) €R

Gr Yy

<
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Preuve de la condition frontiere

On évalue I'équation fonctionnelle en (x, Y (x)) et en (x, Y (x))
pour annuler le noyau. On obtient

0= Ki(x, YT(x))L1(YT(x)) + Ka(x, YT (x))La(x)

0=Ki(x, Y (x))L1(Y ™ (x)) + Ka(x, Y (x))L2(x)

On élimine Ly(x) et on déduit que

K6, Y (x)
_ ki T VY X
= LI(Y+(X))) - %(X, Y+(X)) LI(Y ( )))
——

Et donc
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Fonction de collage conforme

@ La fonction de collage conforme W (ou invariant canonique)
réunit les parties supérieure et inférieure de I'hyperbole R

w W(R)

o

W(y) = W(y)

W(y) = Ts ( 2y (v +y)>

5 yt—y~

@ [ = arccos (%) est I'angle du céne
° T% est un polyndome de Tchebychev généralisé

Tz (x) = cos(F arccos(x)) = %{(X-Fm)% +(x— VB = 1)%}
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De Carleman a Riemann

Gr

1% W(R)

W(y) =W(y)

<

Probléme frontiere de Carleman —— Probléme frontiére de Riemann

o M:=LioW et
@ Mt et M~ la limite en haut et
en bas de M sur [0, 1]
o H:=GoW1
> Mt (t) = H-(t)M(t),Vt € [0,1]

»L1(y) = G(y)Li(y),Vy € R
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Formules de Sokhotski—Plemelj

On définit pour ze C\ L C

[ /\//
F(z) ':2i77/£tzdt o

@ F est sectionellement analytique sur C\ £
@ F' et F~ sont les limites de F de part et d'autre de £

Formule de Sokhotski—Plemelj
Fr(t) — F=(t) = £(t)

M=efetf=InH=M=H M

Solution du probleme frontiere de Riemann

» Si Mt = H-M~ alors

1 In H(t
M = exp — n H(t)
2im Jp t—2z

dt
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Expression explicite

Expression intégrale (2019, ., Rascust, Bernoutii)

b = (=) ™

W(y) - W(p)
1 W'(t)
=0 {5z [, 5 SO wi )

» Inversion de la transformée de Laplace L;
— distribution stationnaire

Dans quels cas cette formule intégrale peut se simplifier ? )
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@ Mouvement brownien réfléchi obliquement dans le quadrant
@ Approche analytique et probleme frontiere

© Méthode des invariants de Tutte

@ Exemples
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Méthode des invariants de Tutte

Les fractions rationnelles J telles que J(x) = J() sont de la forme
J(x) = E(x + 1) pour E une fraction rationnelle.

39 /56



Méthode des invariants de Tutte

Les fractions rationnelles J telles que J(x) = J() sont de la forme
J(x) = E(x + 1) pour E une fraction rationnelle.

Preuve algébrique. e J(x) est I'invariant

y2 _ _y(X + ]_/X) mconnu

Yo(x) = x et Yi(x) = o /(x)=(x+1)est

I'invariant canonique

1 :
J(x) :‘_/(YO) _ J(Yl)‘: E(J(yo) +J(Yy)) | ou la fonction de
collage conforme

=0
1
X

Fraction rationnelle symétrique des racines.
» J est une fraction rationnelle des

coefficients et donc de /(x) = (x + 1). ol * J(x) est une fraction

rationnelle en /(x)
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Méthode des invariants de Tutte

Les fractions rationnelles J telles que J(x) = J() sont de la forme
J(x) = E(x + 1) pour E une fraction rationnelle.

Preuve analytique. e J(x) est I'invariant

inconnu

C\ [-2,2] application

/I : D —
x — (x+1/x) conforme.

o /(x)=(x+1)est
Il‘ . .
Wx € U I(x) = I(x) € [=2,2] et J(x) = J(x). |  '"vanant canonique
1 PP : ou la fonction de
J oI~ bien définie et continue en [—2,2]. collage conforme
J o I~ méromorphe sur C, a un nombre fini g
de poles et une croissance bornée a l'infini.

» Jol~1 est une fraction rationnelle. Oy J(x) est une fraction
rationnelle en /(x)
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Etapes clés

Méthode analytique des invariants de Tutte

@ Trouver une équation fonctionnelle;

Etudier le noyau et les différentes branches X* et Y+ ;

°
o Etablir un probléme frontiere ;
@ Déterminer deux invariants :

e un invariant canonique tel que /(Y1) = /(Y ™),

e un invariant dépendant des fonctions inconnues J;
@ Trouver des fonctions de découplage pour déterminer J;

e Utiliser un lemme des invariants pour exprimer J comme
une fraction rationnelle en /.

Formules explicites (sans intégrales)

o Nature algébrique
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Invariant canonique

Définition (Invariant)
| est un invariant si et seulement si il est méromorphe et I'une
des trois conditions équivalentes est satisfaite

o I(YN)=1I(Y7)

o I(y)=1(y), WwER

e I(gs) =I(s)
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Invariant canonique

Définition (Invariant)

| est un invariant si et seulement si il est méromorphe et I'une
des trois conditions équivalentes est satisfaite

I(Y+)=I(Y")
I(y)=1(y), vy € R
I(gs) = 1(s)

L'invariant canonique est la fonction de collage conforme W
qui réunit les parties supérieure et inférieure de I'hyperbole R

gr

w W(R)

W(y) =W ()

<
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1. Découplage (version analytique)

Condition frontiere Yy € R :

Li(y) = G(y)Li(y)-

Définition (analytique)
Une fonction de découplage F est une fraction rationnelle telle
que Vy € R,

Gly) = %

~— | —
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1. Découplage (version analytique)

Condition frontiere Yy € R :

Li(y) = G(y)Li(y)-

Définition (analytique)

Une fonction de découplage F est une fraction rationnelle telle
que Vy € R,

Gly) = %

On peut alors reformuler la condition frontiere Vy € R :

(F-L)(y) = (F - Li)(y)-

~— | —

e Donc F - Ly est un invariant (inconnu).
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2. Découplage (version algébrique)

La condition frontiere provient de I'équation

K (x, Y~ (x))
_ K —(x
LY ) = gy YOO

La définition suivante est équivalente a la définition “analytique”.

Définition (algébrique)

Une fonction de découplage F est une fraction rationnelle telle
que

(6 Y~ (9) F(Y~(x)
K YH(x)  FOF()
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2. Découplage (version algébrique)

La condition frontiere provient de I'équation

K (x, Y~ (x))
_ K —(x
LY ) = gy YOO

La définition suivante est équivalente a la définition “analytique”.

Définition (algébrique)

Une fonction de découplage F est une fraction rationnelle telle
que

R0 Y () F(Y(x))

B Yr(x)  FOHX)

On a alors
(F- L)(YF(x)) = (F - Li)(Y ™ (x))-

@ On retrouve que F - L est un invariant (inconnu).

43 /56



3. Découplage (version g-différences)

Equation aux g-différences (g = e?P)

Li(gs) = G(s)Li(s).

La définition suivante est équivalente aux définitions “analytique”
et “algébrique”.

Définition (g-différences)

Une fonction de découplage F est une fraction rationnelle telle
que

)
)= Flos)
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3. Découplage (version g-différences)

Equation aux g-différences (g = e?P)
Li(gs) = G(s)Li(s).

La définition suivante est équivalente aux définitions “analytique”
et “algébrique”.

Définition (g-différences)

Une fonction de découplage F est une fraction rationnelle telle
que

)
)= Flos)

On a alors
(F - L1)(gs) = (F - L1)(s).

@ On retrouve que F - Ly est un invariant (inconnu).
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Paire de découplage

Découplage multiplicatif

Définition (Paire de découplage)

Une paire de fonctions de découplage (E, F) est une paire de
fractions rationnelles telle que

Ki(x,y) _ F(y)

Ka(x,y) — E(x)

Cela implique que F est une fonction de découplage.
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Lemme des invariants

En résumé :
@ la fonction de collage conforme W est un invariant canonique,

@ si F est une fonction de découplage alors F - L1 est un
invariant inconnu.

En fait il existe “peu d’invariants” .
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Lemme des invariants

En résumé :
@ la fonction de collage conforme W est un invariant canonique,

@ si F est une fonction de découplage alors F - L1 est un
invariant inconnu.

En fait il existe “peu d’invariants” .

Lemme des invariants

L'invariant F - L; s'exprime en fonction de W et il existe une
fraction rationnelle E telle que

(F-Li)(y) = E(W(y)).

— L'étude des poles et des zéros de F - L; permet de déterminer E.

v
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Expression explicite

Theoreme (2021, BousQUET-MELOU, PRICE, F., HARDOUIN, RASCHEL) /8

Une fonction de découplage existe ssi

T
a €7+ =7.
B

— On peut la déterminer explicitement.
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Expression explicite

Theoreme (2021, BousQUET-MELOU, PRICE, F., HARDOUIN, RASCHEL) /8

Une fonction de découplage existe ssi

T
a €7+ =7.
B

— On peut la déterminer explicitement.

P
Theoreme (2021, BousQUET-MELOU, PRICE, F., HARDOUIN, RASCHEL)

Sia € Z+ 3, alors il existe un fraction rationnelle A € C(X, Y)
explicite telle que la transformée de Laplace L; vaut

Li(y) = Ay, W(y)),

ou W est la fonction de collage conforme.

V.
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Double découplage

Définition

Une fonction de double découplage est une fonction qui découple
G2 mais pas G :

G3(y) = @, Vy € R.

F(¥)

Théoreme (2021, BousQUET-MELOU, PRICE, F., HARDOUIN, RASCHEL)

Une fonction de double découplage existe ssi

{()51,()52} C 7+ %Z.

— expression explicite algébrique de Li(y)
en fonction de y et de W(y).




Nature algébrique

» La nature algébrique de L; dépend donc de celle de W.

1 -
Natu re algebrlque (2021, BousQUET-MELOU, PRICE, F., HARDOUIN, RASCHEL)

Nature algébrique de la transformée de Laplace de la distribution stationnaire

D-algébrique D-finie Algébrique Rationnelle
B/m ¢ Q aEZ+%Z,ou aE—No-I—%Z,ou a € —Np, ou a € —Ng
{o1,02} CZ+ 52 {al,aZ}CZu(—N+ gz) {a1, 0} C Z
B/m €Q toujours a €Z+ %Z, ou a €Z+ %Z, ou a € —Np
{1, a2} CZ+ 5Z {a1,00} CZ+ FZ
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Nature algébrique

» La nature algébrique de L; dépend donc de celle de W.

1 -
Natu re algebrlque (2021, BousQueT-MELou, PRICE, F., HARDOUIN, RASCHEL)

Nature algébrique de la transformée de Laplace de la distribution stationnaire
D-algébrique D-finie Algébrique Rationnelle
B/m ¢ Q aEZ+%Z,ou aE—No-I—%Z,ou a € —Np, ou a € —Np
{o1,02} CZ+ 52 {al,aZ}CZu(—N+ gz) {a1, 0} C Z
B/m €Q toujours a €Z+ %Z, ou o €Z+ %Z, ou a € —Nyg
{a1, a0} CZ+ %Z {a1, a2} CZ+ %Z
v

» La méthode des invariants de Tutte a permis de montrer la
condition suffisante.

» Pour montrer la condition nécessaire on fait appel a la théorie
de Galois différentielle des équations aux g-différences.
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Condition nécessaire

Equation aux g-différences

Li(s) = G(s)Li(qgs)

Si L; est D-algébrique alors

La théorie de Galois différentielle transfére des propriétés de la
fonctions “racine” (ici L1) sur les coefficients de I'équation (ici G ).

Cette théorie dit alors que :

F(s) 2 F(s)
G(s) = ou G%(s)=
) F(as) (=) F(as)
» On en déduit qu'il existe un découplage ou un double
découplage !
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@ Mouvement brownien réfléchi obliquement dans le quadrant
@ Approche analytique et probleme frontiere

© Méthode des invariants de Tutte

@ Exemples
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Cas de la réflexion orthogonale

I
(:2——
' p
G se découple :
y
Gy = —
(¥) "

Théoreme (2017, F., Rascrer, ESAIM)

Dans le cas orthogonal

_ —mW(0)
Li(y) = m%

ou W est la fonction de collage conforme.
v
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Cas de la skew symétrie

Rebonds sont symétriques par rapport a la
normale

Pour un certain a € R on peut découpler G
sous la forme

Gly)=—%

e
Théoreme (Skew symétrie)

Dans le cas de la skew symétrie

Cte

a—y

Li(y) =

La distribution stationnaire a une forme produit sur R? et est
exponentielle.
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Cas de Dieker-Moriarty

On peut découpler G :

6 =53

pour un certain polynéme P.

Théoreme (Dieker-Moriarty)

Dans le cas de Dieker-Moriarty

Li(y) = PC(t;),

La distribution stationnaire est alors une somme
d’exponentielles.
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Cas algébrique remarquable

» Double découplage possible

Théoreme (Cas algébrique remarquable)

Lorsque vy = cp =0 on a
Cte
Vyt—y

La distribution stationnaire frontiére est une loi Gamma.
La distribution stationnaire  vaut en coordonnées polaires (p, t)

7(p, t) = —= cos (egt> o—20lul cos?(%5t)

Li(y) =
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Merci pour votre attention !
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