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Introduction

Le fruit du travail du mathématicien prend généralement la forme de traités
structurés, épurés et d'une grande généralité sur des objets plus ou moins abstraits.
Pour batir de tels édifices, le calcul est un outil indispensable. Il émerge au sein du
produit fini, bien sfir, car il sert naturellement a I'élaboration de la preuve mathé-
matique. Je pense par exemple aux Disquisitiones Arithmeticae, ceuvre majeure de
Gauss, ol certaines preuves font intervenir de longues manipulations formelles sur
les équations. En outre, le calcul a une importance fondamentale, bien que moins
ostensible, dans la phase de tatonnement et d’expérimentation qui est a 'origine
de la production mathématique. Je pense a Euler qui est connu certes pour son
ceuvre gigantesque, mais aussi pour ses dons en calcul mental. Je pense aussi a
I'ceuvre de Jacobi, dans laquelle on trouve quantité de calculs sur des exemples
concrets. Par ailleurs, le calcul joue un role bien plus direct dans de nombreuses
applications : en cryptographie, en combinatoire, en physique, et bien d’autres.

Le calcul formel est I'art de conduire de facon exacte et rapide les calculs sur les
objets mathématiques. Pour y parvenir, il faut tout d’abord une bonne facon de re-
présenter 1'objet, puis on élabore un algorithme qui effectue I'opération souhaitée
a partir de cette représentation. Bien souvent, on dispose de plusieurs représen-
tations possibles pour un méme objet, et on peut étre amené selon le contexte a
jongler entre elles. Il est donc nécessaire de rechercher également des algorithmes
efficaces pour les changements de représentation. Par ailleurs, on aimerait bien
stir pouvoir automatiser le calcul. Des lors que 'on choisit de déléguer le travail a
un ordinateur, il devient capital d’avoir des représentations finies pour les données
que I'on manipule afin de pouvoir les stocker en mémoire.

Ici, je vais traiter de questions liées a I'intégration formelle des fonctions. Dans
toute sa généralité, c’est un probleme d’une portée trop vaste; sil’on considére une
fonction f: C — C trop générale, on sera bien en peine d’en trouver une représen-
tation qui permet de la manipuler algorithmiquement. De méme, si f dépend en
plus d’'un parametre, discret ou continu, son intégrale sera elle-méme une fonction
pour laquelle on aura besoin d'une représentation finie. Il est donc nécessaire de
se restreindre a des classes de fonctions simples pour lesquelles on dispose d’'une
représentation finie, a la fois pour l'intégrande et pour l'intégrale.

Le travail qui suit s’articule autour de deux familles d’intégrales de contour a
un parametre, pour lesquelles on disposera effectivement de structures de données
finies et que I'on souhaitera calculer. Avant de donner des définitions précises et de
dire ce que j'entends par « calculer » ces intégrales, je vais commencer par donner
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quelques exemples qui permettront de se faire une idée du type d’objets mis en jeu
et du contexte dans lequel ils peuvent apparaitre.

0.1 Premiere série d’exemples avec un parametre dis-
cret

La premiere famille regroupe des intégrales de contour qui dépendent d'un pa-
rametre discret.

Coefficients d’'un développement en série de Taylor.
Considérons la fonction

f=10+xe ( ! )
= > .
P12
Elle admet un développement en série de Taylor au voisinage de 0 :

flx) = Z u,x".

n=0

La suite u, est alors donnée par les intégrales de Cauchy :

= L f(x) dx

Tomi J oxnl

Up

I'intégrale étant prise sur un petit cercle autour de 0.

Plus généralement, on saura traiter ce type d’intégrales lorsque 'on remplace
f par n’'importe quelle fonction hyperexponentielle de x, c’est-a-dire satisfaisant
une équation différentielle de la forme

flO+rx)fx)=0

pour une certaine fraction rationnelle r.

Inverse compositionnel d'un polynéme.
On se donne un polyndme univarié p tel que p(0) = 0 et p’(0) # 0. Linverse
compositionnel de p est 'unique série g de la forme

g =Y upx"

n=1

et telle que
p(q(x) = q(p(x)) = x.

Alors les coefficients u, sont donnés par les intégrales

1 f dx
un = . .
2ninJ px)"

prises sur un petit cercle autour de 0.
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Polyndémes de Hermite.
Les polynémes de Hermite forment une famille orthogonale de polynoémes. Ils
peuvent par exemple étre définis de la facon suivante :

" x*) d" x?
H,u(x)=(-1)"exp > | g exp -5

Ces polynomes admettent la représentation intégrale

dz.

! exp(tx—tz—z)
Hnx) = 27%7

Cadre général.
Dans tous ces exemples, on integre une suite de fonctions ¥ (x, n) telle que les
deux rapports
Y(x,n+1) 0,¥(x,n)
Y(x,n) ¢ Y(x,n)

sont des fractions rationnelles en 7 et x. Usuellement, on dit qu'une fonction sa-
tisfaisant cette propriété est un terme mixte hypergéométrique et hyperexponentiel.
Mixte car ¥ dépend a la fois d’'une variable continue et d'une variable discréte, hy-
pergéométrique car le premier rapport dans (1) est rationnel, et hyperexponentiel
car le deuxieme rapport dans (1) est rationnel. On peut se convaincre assez faci-
lement que les deux rapports de (1) caractérisent entierement ¥ a une constante
multiplicative pres (indépendante a la fois de x et de n). On peut donc utiliser ces
deux fractions rationnelles comme structure de données pour effectuer des opéra-
tions qui ne dépendent pas des constantes multiplicatives. Si 'on désire également
étre capable de déterminer la constante, il faut rajouter une information supplé-
mentaire, comme une évaluation de ¥ par exemple.

ey

0.2 Seconde série d’exemples avec un parametre con-
tinu

Scrutin a deux candidats .

On procede au dépouillement d'un vote entre deux candidats, en autorisant
les votes blancs. On note b, la probabilité que les deux candidats soient a égalité
apres le dépouillement de n bulletins. Comme souvent en combinatoire, la série
génératrice Y. ;o b, x" associée a la suite b, est un outil utile dans son étude. Dans
ce cas précis, elle admet la représentation intégrale :

1 d
Zb”xn _fy_x Y

= T omi Ll+y+y?)’

1. POLYA, “Sur les séries entiéres, dont la somme est une fonction algébrique”, §3.
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Les dés de Pélya®.

Imaginons que I'on jette une paire de dés un certain nombre n de fois, et que
I'on observe la somme totale obtenue. Alors le score le plus probable est de 7n.
Mais quelle est la probabilité p,, d’obtenir ce score ? Il se trouve que la série géné-
ratrice des nombres p,, satisfait :

2 pnx" = % dy.
&P T ani V-G U+y+y2+y8+y4+y5)2 y

Diagonale d’'une fraction rationnelle.
Pour cet exemple, je donne une définition générale car il reviendra de facon
importante dans la suite.

Définition 1. Soit k un corps, et soit F € k(x, y) une fraction rationnelle a deux
variables dont le dénominateur ne s’annule pas en (0,0). Alors F admet un déve-
loppement en série entiére :

Fx,y)= Y aijx'y/,
i,j=0

avec a; j € k pour tous i et j positifs.
La diagonale de F, notée AF est alors définie comme étant la série univariée

AF(t)= ) apnt".

n=0

Lexemple non-trivial le plus simple est celui de la fraction rationnelle

R = Ty

Dans ce cas, on peut calculer le développement explicitement et on obtient
i+
Fooy) = Y ( _ ])x’yf.
ij=0\ !
On en déduit que sa diagonale vaut par définition :
2n
AF() =) ( )t".
n=0\ "

Un autre exemple un peu moins évident : on considere la suite d’entiers

1 [2n
Ch=— .
"Tn+ll\n
C’est la célébre suite des nombres de Catalan, intervenant dans le dénombrement
de nombreux objets en combinatoire. Il se trouve que leur série génératrice peut

2. POLYA, “Sur les séries entiéres, dont la somme est une fonction algébrique”, §4.
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étre vue comme une diagonale de fraction rationnelle. On pourra en effet vérifier

que
1-2x
t”:A{—}.
goc" 1-x00-x-y)

A ce stade, le lecteur se demandera stirement ce que vient faire cette notion de
diagonale 1a ol avaient été annoncés des exemples d’intégrales. La raison en est
que les diagonales admettent toujours des représentations intégrales : si F est une
fraction rationnelle, alors

1 1 t
AF(f) = E}{;f(;,y) dy,

ol sans rentrer dans le détail pour I'instant, le contour est un cercle inclus dans
une petite couronne autour de 0.

Cadre général.
Dans ce second groupe d’exemples, les intégrales sont toutes de la forme

fF(x, »dy,

ol F(x, y) est une fraction rationnelle bivariée, et ol le contour est un petit cercle
autour de 0. Je reviendrai de facon plus précise sur les contours d’intégration dans
le premier chapitre.

0.3 Structures de données pour représenter les intégra-
les

Dans les deux familles d’exemples ci-dessus, on a vu que I'on dispose de struc-
tures de données pour les intégrandes. Les intégrales quant a elles sont également
des fonctions du parametre. Pour les représenter dans 1'ordinateur, une méthode
classique consiste a les voir comme des solutions d’équations (algébriques, diffé-
rentielles, ...). Illustrons cette idée de base dans un cadre plus habituel. Pour ma-
nipuler formellement un nombre algébrique, on ne va pas passer par son écriture
décimale, car elle peut étre infinie. On va plutét le représenter comme la racine
d’un certain polynome. Ainsi, lorsqu’on écrit v/, le plus souvent on entend par la
«I'un des deux nombres satisfaisant I'équation x2—2 =0 ». Evidemment, en faisant
cela on ne fait plus la différence entre v/2 et —v/2. Pour lever cette ambiguité, on
pourrait ajouter une information supplémentaire, comme le fait que c’est 'unique
solution positive de I’équation. Mais pour beaucoup d’opérations, cette ambiguité
n’est pas génante. Par exemple, si I'on souhaite simplifier I'’expression

x3—x+1,

avec x = v/2, alors il suffit de savoir que x?> —2 = 0 pour faire le calcul

B-x+1=2x-x+1=x+1.
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En utilisant cette structure de données, on peut également effectuer les opérations
de base sur les nombres algébriques. Par exemple, en voyant x = v2 et y = /3
comme des solutions de x?—2 = 0 et y* —3 = 0 respectivement, on peut facilement
obtenir un polynéme annulant z = x + y = v2 + /3. 1l suffit de réécrire les puis-
sances successives de z sur la base (1,x,y,xy) :

(x+y)2 :x2+2xy+y2 =2xy+5;
(x+y)3 =x° +3xzy+3xy2 +y3 =11x+9y;
(x+y)* =20xy +49.

Et de la on voit facilement que

z* =10z +1=0.

Ainsi, on adopte la méme philosophie lorsque 'on manipule non plus des
nombres, mais des fonctions. Reprenons I'exemple déja rencontré ci-dessus des
nombres de Catalan :

1 [2n
Cn= .
n+l\n

f =) cux"

n=0

On considere la série génératrice

Alors la fonction f est solution de I’équation polynomiale
f)=1+xf(x)?

(on dit que f est une fonction algébrique). A nouveau, cette équation est une repré-
sentation finie de la fonction f, qui devient non-ambigué si I'on rajoute la condi-
tion initiale f(0) = 0. Par ailleurs, la fonction f vérifie aussi une équation différen-
tielle homogene linéaire a coefficients polynomiaux :

x(@x—-1Df"(x)+10x-2)f (x) +2f(x) =0. )

On peut donc également choisir cette équation pour représenter la fonction f. Elle
devient non-ambigiie si I'on précise les valeurs de f(0), f'(0) et f”(0). Lorsqu'une
fonction f satisfait une équation différentielle linéaire a coefficients polynomiaux
telle que (2), on dira qu’elle est différentiellement finie.

La méme idée s’applique lorsque f est une fonction d'une variable discréte,
c’est-a-dire une suite. On pourra la représenter a I'aide d’'une récurrence. Par ex-
emple, si 'on considere la suite

U, =nl,

on peut la représenter comme étant une solution de

Upi1—(m+1Duy, =0. 3)
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Lorsqu'une suite (u,) vérifie une récurrence linéaire a coefficients polynomiaux
telle que (3), on dira qu’elle est polynomialement récursive.

Parmi les exemples ci-dessus, on verra par la suite que toutes les intégrales dé-
pendant d'un parameétre continu sont des fonctions algébriques. En particulier cela
implique qu’elles sont également différentiellement finies (c’est un vieux théoreme
remontant a Abel, voir le théoréme 117 en annexe). Quand aux intégrales dépen-
dant d’'un parametre discret, ce sont des suites polynomialement récursives. De 13,
une facon naturelle de formuler le probleme du calcul de ces intégrales est la sui-
vante : une fonction dépendant d’'un parametre étant donnée, trouver une équa-
tion, algébrique ou différentielle, ou une récurrence satisfaite par son intégrale.

0.4 Laméthode du télescopage créatif pour calculer les
intégrales

Une méthode aujourd’hui tres classique pour s’attaquer a ce genre de probléme
est le télescopage créatif. Illustrons-la sur 'exemple de I'intégrale

jg .
y-x-y*
On peut vérifier que l'intégrande vérifie :
1 1 2y-1
(1—4x)-6x( )—2- =6y( 4 ) (4)
y-x-y* y-—x-y* y-x-y*

Nous verrons bien stir par la suite d’ol1 vient ce type de résultat, mais contentons
nous pour le moment de constater que cette relation est suffisante pour calculer
I'intégrale qui nous intéresse. En effet, en intégrant de chaque coté de 1'égalité, le
membre de droite devient nul, tandis que dans le membre de gauche l'intégration
par rapport a y et la dérivation par rapport a x commutent. On en tire donc :

(l_4x).ax(fiz)_2f.L2:0‘
y—x-y y—x-y

Dans ce cas simple, on peut méme résoudre cette équation différentielle explicite-
ment et obtenir I’expression
f dy c
y-x-y* 1-4x

pour une certaine constante c.

Le point clé de la méthode est donc d’établir une relation telle que (4). C’est ce
procédé que l'on appelle le télescopage créatif.

Le méme principe s’applique dans le cas d'un parametre discret. Prenons par

exemple l'intégrale
_ [ expx)
Un = f de
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Ici une simple intégration par parties montre que I'intégrande satisfait la relation

exp(x)
xn+1 -

(n+1) exp(x) o, (exp(x))

xn+2 xn+1

Et a nouveau en intégrant cette égalité le membre de droite s’annule et on ob-
tient sans surprise la récurrence

up,—m+1Nuy+ =0.

Plus généralement, il est pratique d’utiliser la notation d’opérateur. Si d est la
dérivation par rapport a x (0f(x,y) = 0.f(x,y), cas continu) ou le décalage par
rapport a x (0f(x,y) = f(x+1,y), cas discret), on notera

(Z ai(x)ai) =Y aid f(x,y).
i=0 i=0

Si une fonction f(x, y) satisfait une équation du type

(Z ai(x)ai) f(x,1)=08,8(x, ),

i=0

pour une certaine fonction g et des fractions rationnelles a;, on dira que
L=Y!,ai (x)0' est un télescopeur pour f. Lentier r est alors appelé I'ordre de L,
et le degré de L est défini comme le maximum des degrés des a;.

Ici, nous n’appliquerons la méthode du télescopage créatif qu’a des exemples
similaires a ceux-ci. C'est-a-dire dans des situations o1 'on cherche a calculer 'in-
tégrale d’'une fonction par rapport a I'une de ses variables. La méthode s’applique
par ailleurs a des exemples bien plus généraux. Notamment, on peut calculer ainsi
non seulement des intégrales, mais aussi des sommes, simples ou multiples.

0.5 Résultats existants

0.5.1 Télescopage créatif

Les premiers embryons d’idées ayant mené au télescopage créatif remontent a
des calculs de Fasenmyer® sur des suites hypergéométriques. C’est a Zeilberger*
que I'on doit le premier algorithme général, qui repose sur des méthodes d’élimi-
nation. C’était alors plutot un algorithme théorique, trés peu efficace en pratique.
De plus, cette approche fournit un télescopeur qui a priori n’est pas d’ordre mini-
mal.

Une deuxieme génération d’algorithmes vise a améliorer 1'efficacité de 1’algo-
rithme de Zeilberger. En utilisant 'algorithme de Gosper®, Zeilberger® met au

3. FASENMYER, “Some generalized hypergeometric polynomials”; FASENMYER, “A Note on Pure Re-
currence Relations”.

4. ZEILBERGER, “A holonomic systems approach to special functions identities”.

5. GOSPER, “Decision Procedure for Indefinite Hypergeometric Summation”.

6. ZEILBERGER, “A fast algorithm for proving terminating hypergeometric identities”.
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point un algorithme rapide dans le cas de la sommation simple d'une suite hyper-
géométrique. Cette méthode est raffinée et généralisée au cas hypergéométrique
multivarié dans la thése de Yen ’, ainsi que par Wilf et Zeilberger 8. Une variante de
cette approche s’appliquant au cas de I'intégration simple d'une fonction hyper-
exponentielle est décrite par Almkvist et Zeilberger . Vient ensuite I'algorithme de
Chyzak '° qui traite le cas d’'une fonction différentiellement finie ou polynomiale-
ment récursive quelconque, et pour lequel Koutschan '! a proposé des variantes vi-
sant a améliorer son efficacité en pratique. Cette deuxieme génération a 'avantage
d’étre plus efficace en pratique et de permettre le calcul du télescopeur d’ordre mi-
nimal. Cependant, elle ne permet pas d’obtenir de bonnes bornes sur I'ordre et le
degré du télescopeur calculé.

La troisiéme génération d’algorithmes permet de mieux maitriser la taille du
télescopeur calculé. Elle commence avec un article d’Apagodu et Zeilberger '* qui
proposent, dans le cas d'une suite hypergéométrique, un ansatz menant au calcul
d’'un télescopeur dont on maitrise a la fois 'ordre et le degré. Cependant, on n'a
aucune garantie quant a sa minimalité. Cette approche a été utilisée par Chen et
Kauers '3, puis plus tard par Kauers et Yen '4 pour trouver des compromis de taille
entre 'ordre et le degré de télescopeurs non-minimaux.

Enfin, plus récemment, de nombreux travaux ont été effectués sur une qua-
trieme génération d’algorithmes qui reposent sur des réductions semblables a celle
de Hermite pour I'intégration des fractions rationnelles !°. L'avantage des appro-
ches par réductions est qu’elles produisent des algorithmes qui fournissent effica-
cement un télescopeur d’ordre minimal dont on maitrise 'ordre et le degré. Les
travaux dans cette lignée commencent avec Bostan, Chen, et al.'® pour le cas de
I'intégration des fractions rationnelles bivariées, étendu ensuite aux fonctions hy-
perexponentielles !. Plus récemment, en utilisant la réduction de Trager '8, le cas
des fonctions algébriques bivariées a été traité par Chen, Kauers et Koutschan ',
La généralisation a des fractions rationnelles dépendant d'un plus grand nombre
de variables fait I'objet des travaux de Lairez avec Bostan et Salvy et dans sa thése 2.

7. YEN, “Contributions to the proof theory of hypergeometric identities”.
8. WILF et ZEILBERGER, “An alorithmic proof theory for hypergeometric (ordinary and “g”) multi-
sum/integral identities”.
9. ALMKVIST et ZEILBERGER, “The method of differentiating under the integral sign”.
10. CHYZAK, “An extension of Zeilberger’s fast algorithm to general holonomic functions”.
11. KOUTSCHAN, “A Fast Approach to Creative Telescoping”.
12. APAGODU et ZEILBERGER, “Multi-variable Zeilberger and Almkvist-Zeilberger algorithms and the
sharpening of Wilf-Zeilberger theory”.
13. CHEN et KAUERS, “Trading order for degree in creative telescoping”; CHEN et KAUERS, “Order-
degree curves for hypergeometric creative telescoping”.
14. KAUERS et YEN, “On the length of integers in telescopers for proper hypergeometric terms”.
15. HERMITE, “Sur I'intégration des fractions rationnelles”.
16. BOSTAN, CHEN, CHYZAK et LI, “Complexity of creative telescoping for bivariate rational func-
tions”.
17. BOSTAN, CHEN, CHYZAK, LI et XIN, “Hermite reduction and creative telescoping for hyperexpo-
nential functions”.
18. TRAGER, “Algebraic Factoring and Rational Function Integration”.
19. CHEN, KAUERS et KOUTSCHAN, “Reduction-Based Creative Telescoping for Algebraic Functions”.
20. BOSTAN, LAIREZ et SALVY, “Creative telescoping for rational functions using the Griffiths-Dwork
method”; LAIREZ, “Computing periods of rational integrals”; LAIREZ, “Periods of rational integrals :
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Enfin, on pourra également trouver un historique plus détaillé de la création
télescopique dans le mémoire d’habilitation a diriger des recherches de Chyzak?!.

0.5.2 Diagonales de fractions rationnelles

Les diagonales de fractions rationnelles peuvent s’écrire comme des intégrales
de fractions rationnelles. Ce fait était déja constaté par Pélya??, puis par Fursten-
berg?® afin de montrer que les diagonales de fractions rationnelles bivariées sont
algébriques. 1l existe trois autres démonstrations purement algébriques de ce résul-
tat. La premiere, due a Fliess 24 ytilise des séries non-commutatives. La deuxieéme,
due a Gessel?°, repose sur des manipulations formelles de séries de Laurent. La
troisieme, due a Bousquet-Mélou 26 repose sur des arguments de combinatoire.

La notion de diagonale se généralise a des séries en un plus grand nombre de
variables : la diagonale d'une série multivariée ayant pour coefficients a;, ;,,... i, est
la série univariée ayant pour coefficients a; ;. ;. C’est une notion trés riche qui
fait encore aujourd’hui 'objet de nombreuses recherches. 1l est encore vrai en ca-
ractéristique non-nulle que la diagonale d'une fraction rationnelle multivariée est
algébrique ?’. En caractéristique nulle, ce n’est plus vrai en général, mais Christol >
et Lipshitz2® ont montré que les diagonales sont toujours différentiellement finies.

0.6 Plan de la these et contributions

0.6.1 Survol

Le premier chapitre aborde quelques points techniques qui sont nécessaires
dans la suite de I'exposé, et ne contient pas de nouveaux résultats. La majeure
partie des contributions est regroupée dans les deuxiéme et troisieme chapitre, ot
sont attaqués de facon indépendante deux problémes d’'intégration. Le quatrieme
chapitre est une application directe du chapitre trois au calcul de polynémes an-
nulateurs pour les diagonales de fractions rationnelles. Le dernier chapitre est une
application en combinatoire, pour le calcul des séries génératrices de marches uni-
dimensionnelles.

Je développe maintenant avec un peu plus de précision la structure et les ré-
sultats des différents chapitres. Certaines notations standard ne seront rappelées
que dans la section 0.7 ci-apres, on pourra s’y référer en cas de doute. Précisons
également que les résultats de complexité seront énoncés dans le modele de la

algorithms and applications”.

21. CHYZAK, “The ABC of Creative Telescoping — Algorithms, Bounds, Complexity”.

22. POLYA, “Sur les séries entieres, dont la somme est une fonction algébrique”.

23. FURSTENBERG, “Algebraic Functions over Finite Fields”.

24. FLIESS, “Sur divers produits de séries formelles”.

25. GESSEL, “A factorization for formal Laurent series and lattice path enumeration”.

26. BOUSQUET-MELOU, “Rational and algebraic series in combinatorial enumeration”, §3.4.1.

27. FURSTENBERG, “Algebraic Functions over Finite Fields”, Th. 1.

28. CHRISTOL, “Diagonales de fractions rationnelles et équations différentielles” ; CHRISTOL, “Diago-
nales de fractions rationnelles et équations de Picard-Fuchs”.

29. LipsHITZ, “The diagonal of a D-finite power series is D-finite”.
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complexité arithmétique dans le pire des cas. On compte donc le nombre d’opéra-
tions élémentaires effectuée dans le corps de base par les algorithmes. On utilisera
la notation O pour signifier que I'on néglige des facteurs polylogarithmiques.

0.6.2 Deuxieme chapitre

Le deuxiéme chapitre est consacré au calcul d’intégrales de termes mixtes hy-
pergéométriques et hyperexponentiels par télescopage créatif. Il s’agit de résultats
obtenus avec Bostan et Salvy en 20163, Lobjectif est la mise au point de 1'algo-
rithme TCMixte (algorithme 5). C’est un algorithme de création télescopique qui
repose sur une réduction semblable a la réduction de Hermite des fractions ration-
nelles (proposition 43). La réduction est réalisée en pratique par l'algorithme Ré-
duction (algorithme 4). U'analyse de I'algorithme TCMixte donne lieu au théoreme
suivant, qui résume les théorémes 45, 46 et 60.

Théoreme 2. Soit k un corps de caractéristique 0. Soit ¥ (n, x) un terme mixte hy-
pergéométrique et hyperexponentiel de la forme

Y(n,x) =2 (n,x)®(n, x),

avec

v
@(n,x) =h(x)" exp (f %) (5)

ot h € k(x) est une fraction rationnelle, 2 € k(n)[x] et v, € k[x] sont des poly-
némes. Soit d un majorant des degrés en toutes les variables de tous les polynomes
ci-dessus et des numérateurs et dénominateurs de by et 0,0/ ®.

Alors ¥ admet un télescopeur d’ordre r < d et de degré majoré par

d@2r+1).

Un télescopeur possédant les propriétés ci-dessus est produit par l'algorithme
TCMixte (algorithme 5 p. 52).

Si on suppose de plus que tous les polynomes sont sans carré, alors le télescopeur
a une taille arithmétique O(d®), et est calculé par l'algorithme TCMixte en au plus
od® opérations arithmétiques dans k.

0.6.3 Troisieme chapitre

Dans le troisieme chapitre, je m'intéresse aux intégrales de fractions ration-
nelles bivariées et présente les principaux résultats obtenus avec Bostan et Salvy
en 201531, Comme on I’a vu dans 'introduction, on dispose de deux structures de
données pour les représenter : on peut les voir comme des fonctions algébriques
et chercher a calculer un polynéme annulateur, ou bien comme des fonctions dif-
férentiellement finies et chercher a calculer un télescopeur pour la fraction ration-
nelle. C’est le premier point de vue qui va nous intéresser dans ce chapitre dont le
but est d’établir le résultat suivant.

30. BOSTAN, DUMONT et SALVY, “Efficient Algorithms for Mixed Creative Telscoping”.
31. BOSTAN, DUMONT et SALVY, “Algebraic Diagonals and Walks”.
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Théoreme 3. Soit k un corps de caractéristique 0, et A,B € k[x][y] deux polynomes
premiers entre eux. On note d, = max(deg, A, deg,B), dy = max(deg, A, deg,B), er
¢ le nombre de racines distinctes de B qui s'annulent en x = 0. Alors il existe un
polynome @ € k(x, y] tel que

cb(x, [y*I]A(x’y)) =0

B(x, y)

et tel que
d,-1 d
degx(1><2dxdy( yc ) dequ):(cy),

De plus, un tel polynéme est calculé par l'algorithme PollntFRat (algorithme 8 p. 75)

en
A\
0 (cdxdy( Cy ) - dxdg)
opérations arithmétiques dans k.

Une définition précise de ce que veut dire la notation [y~!] dans ce cas sera donnée
dans la définition 7. Ce théoreme résume les théorémes 79 et 80, dans lesquels
seront prouvées de meilleures bornes faisant intervenir les degrés de la partie sans
carré du dénominateur.

Un fait essentiel a retirer de ce théoréme est que le degré du polynéme annu-
lateur peut étre exponentiel en le degré de la fraction rationnelle intégrée. C’est
un résultat important a mettre en contraste avec le fait que le télescopeur minimal
d’une fraction rationnelle a quant a lui une taille polynomiale 2.

Cet algorithme repose sur deux nouveaux algorithmes, présentés au début du
chapitre, qui effectuent des opérations auxiliaires. Le premier calcule un polynéme
qui annule tous les résidus d’une fraction rationnelle donnée. C’est une générali-
sation du résultant de Rothstein et Trager, ainsi que des résultants de Bronstein.

Le second est I'algorithme 7 qui, étant donné un polynome P(y) =[]}, (y — a;)
et un entier ¢ > 0, calcule le polynéme

[T -l +a,+-+a;).

i1<ip<-<ic

C’est une variante additive de I'algorithme Platypus de Banderier et Flajolet33.
L'élément clé de I'algorithme est la proposition 76, et il est analysé dans les théo-
rémes 77 et 78.

0.6.4 Quatrieme chapitre

Le quatrieme chapitre traite des diagonales de fractions rationnelles bivariées.
1l est connu depuis Pélya®* que ce sont des fonctions algébriques, et 1'objectif du

32. BOSTAN, CHEN, CHYZAK et LI, “Complexity of creative telescoping for bivariate rational func-
tions”, Corollaire 27.

33. BANDERIER et FLAJOLET, “Basic Analytic Combinatorics of Directed Lattice Paths”.

34. POLYA, “Sur les séries entiéres, dont la somme est une fonction algébrique”.
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chapitre est de rendre ce résultat effectif. En utilisant la représentation intégrale
des diagonales, cela devient une application directe du chapitre précédent. Ceci
mene a I'algorithme PolynémeDiagonale (algorithme 9) qui, étant donnée une frac-
tion rationnelle bivariée, calcule un polynéme annulateur pour sa diagonale.

La fin du chapitre est consacrée a I'étude du degré du polyné6me minimal de
ces diagonales dans le cas générique. La proposition 100 met en évidence que le
polyndéme calculé par I'algorithme 9 est minimal dans le cas générique.

Les résultats de ce chapitre sont résumés dans le théoréme suivant.

Théoréme 4. Soient A,B € k[x, y] des polynomes premiers entre eux. On note d, =
max(deg, A, deg,B), dy = max(degy A, degy B). Alors il existe un polynéme ® € k[t][y]
annulant la diagonale de la fraction A/B, et tel que

dy+d
degt®<2dx(dx+dy+1)( xz y), deg, ® =

dy+dy,
C ’

oit ¢ est le nombre de racines du numérateur de B(é, ¥) qui sont nullesen t = 0.

Un polynéme @ ayant ces propriétés peut étre calculé par l'algorithme Polyno-
meDiagonale (algorithme 9 p. 86) en

2
0 (cdx(dx +dy) (dx i dy) T+ (dy+ dy)ﬁ)

opérations arithmétiques dans k.

De plus, la borne sur le degré en y de @ est génériquement atteinte.

0.6.5 Cinquiéme chapitre

Le cinquiéme chapitre est une application a la combinatoire des résultats des
premier et troisiéme chapitre sur 'intégration des fractions rationnelles bivariées.
Le but du chapitre est d’établir une méthode efficace pour dénombrer certaines
familles de marches unidimensionnelles sur Z. On s’autorise un ensemble de pas
S c Z, et une marche est une suite finie d’entiers telle que chaque saut appartient
a S. La longueur de la marche est le nombre d’éléments de la suite.

— les ponts : marches revenant a I'origine ;

— les méandres : marches confinées aux entiers positifs;

— les excursions : marches confinées aux entiers positifs et revenant a 1'ori-
gine.
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pont : méandre

 NAS
A

]

Zh/iﬁ e

excursion

Les trois familles de marches (S ={-1,1})

Des définitions plus précises seront données au début du chapitre.

Parmi les méthodes connues jusqu'a présent pour effectuer ce calcul, la plus
efficace reposait sur 'algébricité des séries génératrices des marches concernées. Je
commence par constater que, dans le pire des cas, cette méthode nécessite un pré-
calcul de complexité exponentielle en I'amplitude de '’ensemble de sauts autorisés.

Fort de ce constat, je présente une nouvelle méthode qui repose sur le fait que
la série génératrice des ponts est une intégrale de fraction rationnelle bivariée, ce
qui permet de la calculer par télescopage créatif. Les excursions et les méandres
peuvent ensuite étre dénombrées par évaluation de formules sur les séries géné-
ratrices. Cette méthode permet de réduire & une complexité polynomiale le pré-
calcul, au prix de perdre des facteurs logarithmiques sur le calcul qui s’ensuit.

Lobjectif est d’arriver au théoréme suivant :

Théoréme 5. Soit S un ensemble fini de pas. Soit d la différence entre son plus
grand élément et son plus petit élément. Soit u, le nombre de ponts (resp. excur-
sions, méandres) de longueur n, constitués de pas appartenant a S. Alors l'algo-
rithme Marches (algorithme 10 p. 101) permet de calculer uy, uy,..., un en 0(d?N)
(resp. O(d*N)) opérations arithmétiques dans Q, aprés un pré-calcul en O(d>) opé-
rations arithmétiques dans Q.
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0.7 Conventions et notations

0.7.1 Ensembles

On note respectivement N, Z, @, et C les ensembles des nombres entiers posi-
tifs ou nuls, des nombres entiers relatifs, des nombres rationnels et des nombres
complexes.

On fixe un corps k de caractéristique nulle. Pour la plupart des énoncés, on
travaillera sur le corps k. Lorsqu’une définition ou un résultat est valable pour tout
corps de caractéristique nulle, mais voué a étre utilisé pour un corps spécifique,
le corps sera noté K avec I'idée que K sera plus tard instancié en K = k(x) par
exemple.

La notation K signifiera une cloture algébrique de K fixée.

0.7.2 Polynémes

Pour tout corps K, on note K[x] 'anneau des polynémes a coefficients dans K.

Le degré d'un polynéme p € K[x] sera noté deg, p. Si d € N, on note également
K[x]4 'anneau des polynémes de degré inférieur ou égal a d. On note également
Kix, yl = K[x][y] et K[x, y]dx'dy =K[xlg, [y]dy, et de méme pour un nombre de va-
riable plus élevé. Pour un polynome bivarié P € K[x, y], on définit son degré fotal
par degt, P =deg, P +deg,P.

Si p e K[x], on note Ic, p le coefficient dominant de p, c’est-a-dire le coefficient
de x9¢8:7 dans p. On dira que p est unitaire si lcx(p) = 1.

Si p e K[x], on note recy p le polynéme réciproque de p, défini par

1
recy p(x) = xdegxpp (;) .

Si p, g € K[x] sont deux polyndmes, on note Résultant, (p, q) leur résultant (voir
la définition 127 en annexe).

Pour un polynéme p € A[x] ou A est un anneau factoriel, on dit que p est pri-
mitif lorsque ses coefficients sont premiers entre eux dans leur ensemble.

On dira qu'un polyndéme est sans carré lorsqu’il est premier avec sa dérivée.
La décomposition sans carré d'un polynéme p € A[x], o A = K ou A = K[x], est
une factorisation p = pi pg ...pM, oules p; € A[x] sont tous primitifs sauf p;, sans
carré, premiers entre eux deux a deux, et deg, p,, > 0. La partie sans carré de p,
notée p*, est le polyndome p* = py p»... pm. Remarquons que si p est un polynome
sans carré, alorson a p = p™*.

0.7.3 Fractions rationnelles

Pour tout corps K, on note K(x) le corps des fractions rationnelles a coeffi-
cients dans K. Si f € K(x), on définit son numérateur et son dénominateur, notés
respectivement numer(f) et denom(f), comme étant I'unique paire de polynémes
a,b € K[x] premiers entre eux, avec b unitaire, tels que f = a/b. L'écriture a/b est
alors appelée la forme réduite de la fraction f.
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Si b € K[x] est un polyndme, on note K[x] [711] le localisé de K[x] en b, C’est a
dire le sous anneau de K (x) constitué des fractions dont le dénominateur est une
puissance de b.

On sera amenés a manipuler plusieurs notions de degré pour les fractions ra-
tionnelles. Si f € K(x), on définit son degré par

deg, f = max(deg, numer(f), deg, denom(f)).

Avec cette notion de degré, on définit K(x)g4 et K(x1,X2,...,Xn)a,,dy,..,d, de méme
que pour les polynémes. On définit également le degré a l'infini de f par

deg?’ f = deg, numer(f) — deg, denom(f).

Enfin, on définit le degré rationnel de f, noté Rdeg,, f comme étant le couple formé
des degrés de son numérateur et son dénominateur. On écrira :

Rdeg, f = deg, numer(f)

deg, denom(f) |

On utilisera également les notations évidentes pour comparer les degrés ration-
nels, par exemple :

Rdeg, f <

< deg, numer(f) < d et deg, denom(f) <e.

On dira d'une fraction F € K(x,xp,...,x,) qu'elle est réguliere en (0,0,...,0)
lorsque son dénominateur ne s’annule pas en (0,0, ...,0). Dans le cas contraire, on
dira qu’elle est singuliere.

Pour une fraction f € K(x) et un péle o de f, on note Res(f,a) le résidu de f
en o. Rappelons sa définition : si m est la multiplicité du pole «, on peut toujours

écrire de facon unique
m

fo=Y —1 g,

g -

ol g est une fraction rationnelle qui n"admet pas de pole en a. On a par définition
a; =Res(f, ).

0.7.4 Séries

Pour tout corps KK, on note K[[x]] 'anneau des séries entieres formelles a coef-
ficients dans K. Si f(x) =Y ,50 anx" € K[[x]], on notera [x"] f = a,. On note égale-

ment
n-1

fmodx" =) apx".
i=0

La valuation de f sera notée val, f. Rappelons sa définition :

val, f =inf{lneN | a, #0}.
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Si f, g e K[[x]] sont deux séries entiéres, on écrira f(x) = g(x)+O(x") pour signifier
que val,(f—g) =n.
On sera amené a utiliser les séries exponentielle et logarithme, définies respec-
tivement par
(o) xn [e <] xn
expx= )y —, etlog(l+x) = Y (=,
n=0 1 n=1 n

On définit I'intégrale indéfinie d'une série par

/(Z unx")dxz Y uy xn+1.

n=0 n=0 n+1

On note également K ((x)) le corps des séries de Laurent a coefficients dans KK,
c’est-a-dire le corps de fractions de K[[x]], ou encore 'ensemble des séries de la
forme Y ,>x a,x" avec a, €K et Ke Z.

Enfin, lorsque K est algébriquement clos, on note K{{x)) le corps des séries de
Puiseux a coefficients dans K. Sa définition est rappelée dans I’annexe A.3.

0.7.5 Complexité

Pour analyser 'efficacité des algorithmes, il existe diverses facons de mesurer
la complexité. Ici, on évaluera la complexité arithmétique dans le pire des cas des
algorithmes, c’est-a-dire le nombre d’opérations dans le corps de base effectuées
dans le pire des cas par un appel. Ce modeéle a I'avantage et en méme temps le
désavantage de ne pas dépendre du matériel ou de 'implémentation utilisés pour
effectuer les calculs. Il est donc utile pour comparer les algorithmes d’'un point de
vue théorique. A partir de maintenant et jusqu’a la fin du texte, on comprendra
« opérations arithmétiques dans k » (addition, multiplication et division) chaque
fois que I'on parlera d’opérations pour évaluer une complexité.

Si la complexité est une fonction c(xy, x,...,X;) d'un certain nombre de para-
metres, on utilisera la notation

c(x1,x2,...,Xp) = O(f(x1,%2,..., X))

pour signifier I'existence d'un entier N indépendant des x; et d'une constante C >0
telle que
C(XI,XZ,...,Xn) < Cf(xl)er---rxn)

des lors que x, x»,..., X, sont plus grands que N.

On utilisera également la notation O pour signifier que 'on omet des facteurs
polylogarithmiques. Par exemple, nlognloglogn = O(n), ou encore nmlognlogm =
O(nm).

On dira qu'un algorithme a une complexité optimale (resp. quasi-optimale)
lorsque sa complexité est linéaire (resp. linéaire a des facteurs logarithmiques prés)
en la taille de sa sortie.

Lalgebre linéaire est un ingrédient important pour de nombreux algorithmes.
La plupart des opérations de base (inversion, polyndme caractéristique, détermi-
nant, ...) se ramenent a la multiplication matricielle, qui est un probleme réputé
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difficile. On introduit donc un exposant faisable w pour la multiplication de ma-
trices sur k, c’est-a-dire tel qu’il existe un algorithme qui effectue la multiplication
de deux matrices carrées de taille n en O(n®) opérations dans k. On sait depuis
Strassen > que 'on peut avoir w < 3, et on ne sait pas encore a I'’heure actuelle s'il
est possible d’atteindre I'optimalité (w = 2) ou méme la quasi-optimalité.

L'annexe B rassemble des résultats de complexité pour diverses opérations qui
serviront de briques de base pour les analyses de complexité a venir.

0.7.6 Miscellanées

On utilisera les notations classiques pgcd et ppcm pour le plus grand commun
diviseur et le plus petit commun multiple.

Si f est une fonction, un polynéme, une série, ..., dépendant entre autre de la
variable x, on notera

0xf

sa dérivée par rapport a x. On notera également la dérivée f’ lorsque f ne dépend
que d’'une seule variable.
Le coefficient binomial (}) est défini par

n| n!
k|l kl(n-k)

lorsque n =0 et 0 < k < n, et vaut 0 dans tous les autres cas.

Enfin, j'ai pris le parti d’'utiliser des lettres minuscules pour nommer les fonc-
tions d'une variable, et des lettres majuscules pour les fonctions de plusieurs va-
riables.

35. STRASSEN, “Gaussian Elimination is Not Optimal”.



Chapitre 1

Résultats préliminaires

1.1 Point de vue algébrique sur I'intégration des frac-
tions rationnelles

Pour le probléeme du calcul symbolique des intégrales de contour de fractions
rationnelles que 1'on va considérer par la suite, les algorithmes sont fondés sur
des idées analytiques mais n’effectuent que des manipulations algébriques en pra-
tique. Pour fixer les idées sur ce sujet, commencons par I'exemple du cas univarié.
Soit une fraction rationnelle f € k(y) et supposons que I'on s’intéresse a 'intégrale

j(f(y)dy

sur un cercle autour de 0 qui est assez petit pour ne contenir aucun pdle non-
nul de f. Lanalyse complexe crée alors un pont entre 'analyse et I’algébre : cette
intégrale peut étre obtenue, a4 un facteur 2mi prés, comme le coefficient de y~!
dans le développement de f en série de Laurent au voisinage de 0. Ou, en d’autres
termes, comme le résidu de f en 0.

Dans le cas d'une fraction rationnelle F(x, y) bivariée que I'on souhaite intégrer
par rapport a y, le contour d’intégration est maintenant paramétré par x. Pour
justifier le type d’intégrales que 'on va calculer et leur interprétation algébrique,
intéressons-nous a I'exemple des diagonales de fractions rationnelles.

Soit F € C(x, y) une fraction rationnelle réguliere en (0,0), alors F admet un dé-
veloppement dans C[[x, y]] :

F(x,y) = Z a;jx'yl.
i,j=0
De plus, il existe € > 0 tel que cette égalité est vraie pour toutes valeurs x,y € C
telles que |x|,|y| < e. Maintenant, si 'on fixe ¢ € C tel que |f| < €2, alors pour tout
yeCtel que i < |yl <€, on a en particulier |[¢/y| <€, et donc

5
1. (t o
v \y i,jzzo "

25
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Choisissons un contour y; qui est un petit cercle de rayon 6 avec |t|/e < <€, et
intégrons cette égalité :

1 t _ . foa .
f _F(}»J’):[y Y @ty =Y ait! = AF@),
Yt

y i,j=0 i=0

On retrouve la formule intégrale pour la diagonale de F. Mais allons plus loin,
et tentons d’évaluer cette intégrale. Par la formule des résidus, elle est égale a la
somme des résidus de F a l'intérieur du contour d’intégration. Mais lorsque ¢ tend
vers 0, on peut choisir le rayon de y; de plus en plus petit, de sorte qu'’il ne contient
plus que les poles de I'intégrande qui tendent vers 0 avec t. Ceci motive la défini-
tion suivante :

Définition 6. Soit P € k(x)[y] un polynéme. On appelle petite branche de P toute
racine de P qui tend vers 0 lorsque x tend vers 0. En termes de séries de Puiseux,
ce sont celles qui ont une valuation strictement positive.

De méme, si G € k(x)(y) est une fraction rationnelle, on appelle petits péles de
G les petites branches de son dénominateur.

Dans la suite, on notera Nsmall(P) le nombre de petites branches d'un poly-
nome P.

Avec ce vocabulaire, on a montré que, pour ¢t assez petit, AF(f) est la somme
des résidus a ses petits poles de la fraction %F (i, y).

Essayons maintenant d’avoir un point de vue plus algébrique sur ce résultat.
Ceci permettra d'une part d’élaborer et analyser les algorithmes plus aisément,
et d’autre part de rendre les arguments valables sur un corps de caractéristique
0 quelconque. On peut voir le développement en série

1_(t oo
y \y i,j=0

comme une égalité formelle entre séries de Laurent dans C(())((#)). Le fait que
I'égalité vive dans ce corps traduit la condition analytique « ¢ est petit devant y
». Dans ce contexte formel, le pendant algébrique de I'intégration devient simple-
ment |'extraction du coefficient de y~!. Je vais généraliser cette idée et montrer que
la formule des résidus admet également un analogue algébrique dans ce cadre.

Définition 7. Soit F € k(x, y) une fraction rationnelle. On écrit le développement
en série de Laurent de F dans k((3))((x)) :

Fx,y) =Y ai(y)x’,

i=zK

avec, pour tout i =K, a;(y) e k().
On définit alors la série [y‘I]F(x, ¥) € k((x)) par

[y EC ) =Y (I ai(y) x'.

i=K
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Proposition 8. SoitF € k(x, y) une fraction rationnelle bivariée. Soient yy, ys, ..., Vs €
k(x) les petits péles de F vue comme élément de k(x)(y).

Alors s

[y "F(x,y) = )_Res(E y;).
i=1

La preuve est inspirée de la preuve de Gessel ' que les diagonales de fractions
rationnelles a deux variables sont algébriques. (On en trouvera d’ailleurs une pré-
sentation tres claire chez Stanleyz)

Démonstration. Commencons par décomposer en éléments simples la fraction F
vue comme un élément de k(x)(y). Si I'on note ysi1,Ys+2,---»¥Yn € @s grands
poles et m; la multiplicité de y; dans F, il existe des éléments r; ; € k(x) pour i €
{1,2,...,n} et je{1,2,...,m;} tels que

n m;
F,y)=) Y Fij(xy), (1.1)
i=1j=1

ri,j(x)
=y’
En particulier, r;;(x) est le résidu de F en y;(x) pour tout i € {1,2,...,n}. Par le
théoréme de Puiseux (théoréLne 120 de I'annexe A), il existe N € N* tel que les y;
et r; j appartiennent tous a k((x'/™)). Pour appliquer I'opérateur [y~'] aux deux
coOtés de I'équation (1.1), il faut trouver un anneau dans lequel a la fois 1'égalité et
I'opérateur [y’I] ont un sens. Nous allons vérifier que A = E((y))((x”N)) avec [y’l]
calculé coefficient par coefficient conviennent.

Tout d’abord, F(x, y) appartient a A puisque c’est une fraction rationnelle. Pour
développer le membre droit, on considére chaque terme séparément en distin-
guant les cas val,(y;) <0 et val,(y;) > 0. Si val,(y;) <0, F; j peut s’écrire :

l<sisn, 1<jsm,.

Fijx,y) =

rij 1 Ti,j (—j) oo
Fij= . _ = . — ek((x"NIyI.
b (=yi)d (1_}’/}’1')] (=yi)! kgz) k yl{c
Comme valy(1/y;) =0, la série F; ;/r; j appartient éK[[x”N]] [yl = E[[y]] [N
Donc F; ek([y]1((x}'N)) c A, et en particulier [y_l]F,-'j =0.
Si a I'inverse valy(y;) > 0, alors F; ; se développe directement dans A :

p, = b 1 rij (—j) i
i,j = = — —.
yoo(=yiry) ¥\ k¥
Comme y;/y € A et valy(y;/y) > 0, le membre droit de cette chaine d’égalités
est la somme d’'une série convergente (au sens des séries formelles de Laurent) de
A, et donc appartient a A. Dans ce cas, on obtient [y’l]F,‘,j =Tri1.
Tous les éléments sont maintenant réunis pour que 'on puisse appliquer [y ']
aux deux codtés de 1'équation (1.1), ce qui donne le résultat attendu. O

1. GESSEL, “A factorization for formal Laurent series and lattice path enumeration”.
2. STANLEY, Enumerative combinatorics, Th. 6.3.3.
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Corollaire 9. SoitF € k(x, y) une fraction rationnelle. Alors [y‘I]F(x, y) est une série
algébrique.

Démonstration. Reprenons les notations de la proposition, et notons de plus
Vs Vs+1,---» Vn les grands poles de F. Alors Res(E y;) € k(x)(y1, y2,-.., y») pour tout
i€{l,2,...,s}. On en déduit que

[y~ 1E(x, ) €KX (11, Y2 -+ V)

ce qui en fait une série algébrique. O

1.2 Télescopage créatif bivarié

1.2.1 Généralités sur les algorithmes de télescopage créatif par ré-
ductions

La méthode du télescopage créatif s’applique dans divers contextes. Elle peut
servir a I'intégration comme a la sommation, et elle peut servir a calculer des opé-
rateurs différentiels, de récurrence, aux g-différences,... Le formalisme des alge-
bres d’opérateurs apporte un vocabulaire permettant d’énoncer des résultats gé-
néraux et de les prouver dans tous ces contextes a la fois. Malheureusement, ceci
vient au prix d’'une perte importante en clarté et des notations parfois difficiles a
décrypter lorsque I'on souhaite appliquer un résultat en pratique.

J’ai donc décidé d’adopter une position intermédiaire : je ne vais traiter que le
cas de l'intégration, et je vais utiliser de facon légérement informelle le vocabulaire
des algebres d’opérateurs et des extensions de corps différentiels sans rentrer dans
le détail de la construction. Les définitions et les résultats qui suivent se généra-
lisent sans probleme si ’on remplace dérivée par différence finie et intégration par
sommation.

On se donne un corps K de caractéristique 0, et on suppose que l'on dispose
d’'une extension différentielle A de [K(x), c’est-a-dire un anneau contenant K (x)
muni d'une dérivation qui agit sur K(x) comme la dérivation usuelle. On suppose
qu’'on dispose également d'un opérateur, noté 0, qui agit sur A et est compatible
avec la dérivation de A, c’est-a-dire

VfeA @ =a(f".

Les exemples les plus importants pour 0 sont 'opérateur de décalage n — n+1
lorsque K = k(n) ou la dérivation usuelle lorsque K = k().

Dans la suite, on va s’intéresser plus particulierement a deux exemples. Le pre-
mier lorsque K = k(#), A = k(z,x) et 0 = 0; est la dérivation par rapport a t. Le
second lorsque K = k(n) et A = k(n)(x)[¥] ot ¥ est un terme mixte hypergéomé-
trique et hyperexponentiel. Dans ce second cas, 0 =S, est le décalage par rapport
an.

On note K(d) = {co+¢10+---+¢,0" | co,c1,...,¢cr €K}. Les chevrons () servent
a signifier que 0 ne commute pas avec les éléments K. En ajoutant une régle de
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commutation, on sait additionner et multiplier les éléments de IK(0). Par exemple
si K =k(#) et 0 = 0; représente la dérivation, la régle de Leibniz se traduit par

a[t = tat +1.
Si K =k(n) et 0 =S, représente le décalage par rapport a n, on utilise la regle
Spn=(n+1)S,.

SiL= Z?:o ;0 avec ¢, #0, on dit que r est'ordre de L, noté ordL, et on définit
le degré de L par

degL = max deg,, c;.
o<is<r

Si de plus f € A, on note
r .
L-f= Z c;0'f.
i=0

Le lecteur souhaitant une construction précise de l'algebre d’opérateurs K(0)
pourra se référer aux travaux de Chyzak avec Salvy? et dans sa thése *. Pour ce qui
est des extensions de corps différentiels et de corps aux différences, on trouvera
une bonne présentation dans les livres de Singer et van der Put®.

Définition 10. Soit f € A on appelle télescopeur pour f tout opérateur L € K(0) tel
qu’on ait, pour un certain g € A,

L-f=g¢.
Exemple 11. Voici un exemple dans chacun des deux contextes mentionnés ci-

dessus.
(1) K =k(t) et 0 = 0;. La fraction rationnelle F(z, x) = ﬁ vérifie
(1-41)-0:F(t,x)—2-F(t,x) =0, (2x—1) -F(¢t,x)).
F admet donc
(1—41)-0,-2
comme télescopeur.
(2) K =k(n) et 0 =S,,. Le terme mixte hypergéométrique et hyperexponentiel

1+ x)exp(x)

xh+l

WY(n,x) =

vérifie I’équation

3 (n+2)x+n+1)exp(x)

2 _
(n+1D)°-¥Y(n+1,x)—(n+2)-¥(x) =0y o

¥ admet donc
(n+1)2-S,—(n+2)

comme télescopeur.

3. CHYZAK et SALVY, “Non-commutative elimination in Ore algebras proves multivariate identities”.

4. CHYZAK, “Fonctions holonomes en calcul formel”.

5. PUT et SINGER, Galois Theory of Difference Equations; PUT et SINGER, Galois Theory of Linear
Differential Equations.
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Pré-algorithme Télescopage(f)

Entrée Un élément f €A

Sortie (co,...,cr—1) tel que 8" f— Y1} ¢;0' f = g’ pour un certain g € A

pour k —0,... faire
si rangy ((f],[0f],...,[0F f]) < k+1 alors
Résoudre [ka] = Zi.cz_ol ci [aif] en cy,...,Cr-1 €K;
renvoyer (cy,...,Ck-1)

Algorithme 1: Télescopage créatif par réductions

Définition 12. Une réduction dans A au-dessus de K, est une application
[]:A—A

vérifiant :
1. pour tout f €A, il existe ge A tel que f—[fl=g';
2. [-] est une application K-linéaire.

On suppose a partir de maintenant que 'on dispose d’une réduction [-] : A —
A. La définition implique de fagcon immédiate la proposition suivante.

Proposition 13. Soit f € A.
Si[f1=0, alors il existe ge A tel que f = g'.

Démonstration. C’est évident par la propriété (1) dans la définition précédente.
O

Ce fait trés simple est la base du pré-algorithme Télescopage pour la recherche
de télescopeurs. C’est un pré-algorithme dans le sens ou il est a priori possible
qu’il ne termine pas (par exemple si on I'applique a un élément qui n'admet pas
de télescopeur). Montrons immédiatement sa correction.

Proposition 14. Soit f € A.
Si l'appel Télescopage(f) termine, alors il retourne les coefficients d’'un télesco-
peur pour f.

Démonstration. Si I'appel termine, sa sortie est un r — 1-uplet (cp,cy,...,cr—1) tel
que

r—1 .
0" f1-) cild' f1=0.
i=0

En utilisant la K-linéarité de [], cela implique que

=0.

[a’f—rgciaif
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Et donc, par la proposition précédente, il existe g € A tel que
r—1 .
f-) cdf=g,
i=0

ce qui est exactement la définition d'un télescopeur pour f. O

Ainsi, toute réduction dans A fournit un pré-algorithme de calcul de télesco-
peur, a condition d’étre capable de garantir sa terminaison. Nous allons mainte-
nant voir deux propriétés qui, lorsqu’elles sont satisfaites par la réduction, assurent
la terminaison de I'algorithme 1 quelle que soit son entrée f € A.

Définition 15.

1. On dit que [] est confinée s'il existe un K-espace vectoriel de dimension
finieVcAtelque VfeA [fleV.

2. On dit que [] est normalesi Vge A [g'] =0.

Proposition 16. Soit f € A.
1. Si[] est confinée, alors I'appel Télescopage(f) termine.

2. Si ['] est normale et f admet un télescopeur sur K, alors l'appel Télesco-
page(f) termine et calcule un télescopeur d’ordre minimal pour f.

Démonstration. (1) Par définition, il existe un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie V tel que Vf € A [f] € V. Notons r la dimension de V. Alors les r + 1 éléments
deV

(f1,10f1,...,10" f]

sont linéairement dépendants sur K, ce qui provoque la terminaison de I'algo-
rithme si elle n’a pas eu lieu avant.
(2) On a fait I'hypotheése qu’il existe ¢, cy,...,c—1 et g € A tels que

r—1 .
o' — ;)cia’f =g
i=

On peut supposer sans perte de généralité que r est minimal. Alors, en utilisant la
linéarité et la normalité de [-], on obtient

r—1 .
0" f1- Y cild' f1=0. (1.2)
i=0

De plus, une telle relation de liaison ne peut exister pour un r plus petit, sinon par
le méme raisonnement que ci-dessus elle donnerait un télescopeur d’ordre plus
petit, contredisant la minimalité de r. On en déduit que I'algorithme ne termine
que lorsqu’il détecte la relation (1.2), et donc sa sortie est bien le télescopeur mi-
nimal de f. O

Corollaire 17. Si la réduction [-] est a la fois normale et confinée, alors tout élément
f € A admet un télescopeur sur K. De plus, pour tout f € A l'appel Télescopage(f)
termine et calcule un télescopeur d’ordre minimal pour f.
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Remarque 18. La preuve du point (1) de la proposition 16 montre également que si
la réduction [-] est confinée, alors la dimension de l'espace V fournit une borne sur
lordre des télescopeurs calculés par Télescopage(f).

Enfin, concluons ces généralités avec une optimisation importante du
pré-algorithme Télescopage. Lors de I'exécution de I'algorithme sur f € A, on cal-
cule successivement les réductions des ' f. Faire cette opération trop brutalement
peut étre coliteux en pratique, car les applications répétées de 0 peuvent faire ex-
ploser la taille des fonctions que I'on réduit. Par exemple, si f est une fraction ra-
tionnelle et 0 est la dérivation, le degré du dénominateur de f augmente a chaque
dérivation.

Si la réduction est confinée, on peut espérer contourner ce probléme en reliant
[aif] a [G[Gi’lf]]. En effet, [ai’lf] aura été calculée a I'étape précédente de I'algo-
rithme et aura une taille raisonnable gréace a la propriété de confinement.

Proposition 19. Si la réduction [-] est normale, alors pour tout f € A et tout i >0 :

(0" f1 = [010° L f11.

Démonstration. Par définition, il existe g € A tel que
ai—lf — [ai—lf] +g/.

En appliquant 0 des deux cotés de 'égalité et en utilisant le fait que 0 commute
avec la dérivation, on obtient

o' f=0[0""' f1+ (g

La conclusion suit alors en réduisant cette égalité car [(0g)'] = 0 par normalité. O

1.2.2 Rappel sur le cas différentiel-différentiel

En guise d’exemple, je vais présenter en détail la réduction de Hermite®. C’est
l'occasion d’illustrer les concepts introduits dans le paragraphe précédent, mais
également de préparer le chapitre 2 dans lequel je vais construire une réduction
qui repose exactement sur le méme principe.

On cherche a répondre au probleme de la création télescopique pour une frac-
tion rationnelle F € k(x, y), c’est-a-dire trouver une équation du type

r—1 .

0LF(x, ) = ) ¢i(0)0LF(x,y) =0,G(x, )

i=0
pour une certaine fraction rationnelle G € k(x, y). Si 'on note B* € k(x, y) la partie
sans carré du dénominateur de F, on constate immédiatement que le membre de
gauche appartient a k(x)[y] [%], et il doit donc en étre de méme pour G. Avec les
notations du paragraphe précédent, on s’intéresse donc au cas A = k(x)[y] [%] et
K =k(x).

Lidée de base de la réduction de Hermite est que 'on sait diminuer la multipli-
cité des poles d’'une fraction rationnelle en lui ajoutant des dérivées bien choisies.

6. HERMITE, “Sur l'intégration des fractions rationnelles”.
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Lemme 20. Soient a,p,q € Kly] trois polynémes premiers entre eux deux a deux
avec p sans carré, et un entier k = 2. Notons q* la partie sans carré de q.
Alors il existe des polynomes b, c € K[y] tels que

a _ b ( cq* )’
pka  p*lq \p¥lql”

Démonstration. p étant sans carré et premier avec ¢, on a ged(p, p'g*) = 1, donc

il existe u, v e K[y] tels que a = up + vp'q*. On calcule alors

a u vg* p'
kg kg gk
ptq p~q 4 p
Or, on a
l}q* EI__ 1 (( yq* ),_(Uq*)/+ vq*q/
q pk_ k-1 \{pk-lg pk-lg = pk1q?)

(Cette derniére égalité n’est autre que la formule d’intégration par parties.) On en
déduit qu'on a I'égalité annoncée dans le lemme en posant

*\/ * o/
b:u+(yq)— v -qq, c=-——2.
k-1 k-1 g k-1
Et b est bien un polynéme car ¢ divise g*¢'. O

Insistons sur le point central de la preuve précédente qui est la relation de Bé-
zout entre p et p’q*. Elle recele deux idées importantes : la premiére est que la pré-
sence de p’ permet de faire apparaitre une dérivée, provoquant la chute de 1'ordre
du pole avec l'intégration par partie; la seconde est que la présence de g* em-
péche 'augmentation de la multiplicité de g dans le dénominateur lors de l'inté-
gration par parties.

En répétant la réduction élémentaire du lemme 20, on peut réduire la multipli-
cité de tous les poles jusqu’a ce que le dénominateur devienne sans carré : c’est la
réduction de Hermite.

Proposition 21. Soit f € K(y) une fraction rationnelle dont on note a,b € K[y] le
numérateur et le dénominateur (a et b sont premiers entre eux). On note b* la partie
sans carré de b.

Alors il existe un unique couple de polynomes q,r € K[yl tels que deg, r < deg, b*
et

a_r +(qb*)’ 13
b~ b* b )’ :

On définit alors la réduction de Hermite de f par
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Démonstration. Pour prouver I'existence de r et g, on utilise le lemme précédent.
Ecrivons la décomposition sans carré de b :

b=bb5...b".

On applique le lemme 20 avec p = by, puis deux fois avec p = bs, etc., ce qui produit
une égalité de la forme annoncée. Il suffit ensuite de faire une division euclidienne
par b* pour assurer la condition sur le degré de r.

Pour 'unicité, supposons que I'on a deux écritures de la forme (1.3) avec deux
polynomes ry, 1> € K[y] de degrés strictement inférieurs a celui de b*. Alors la frac-

tion rationnelle
rn—rnr

b*
est une dérivée, ce qui implique que tous ses résidus sont nuls. Mais comme elle a
un degré a I'infini négatif et tous ses pdles sont simples, une décomposition en élé-
ments simples montre qu’elle doit étre nulle, soit r; = r». L'égalité des polynémes
q1 et g, correspondants suit facilement. O

Remarquons que la proposition 21 peut également étre obtenue en faisant de
I'algebre linéaire. C’est 'approche adoptée par Horowitz et Ostrogradsky®.

Corollaire 22. La réduction de Hermite est une réduction au sens de la définition 12,
qui est normale et confinée.

Démonstration. C’estimmédiat a partir de la proposition. La linéarité, et la norma-
lité sont des conséquences de I'unicité de la réduction, et le confinement provient
de la condition de degré sur la réduction. O

En appliquant I'algorithme 1 avec la réduction de Hermite et en analysant de
plus pres les degrés des objets mis en jeu ainsi que la complexité de I'algorithme,
Bostan, Chen, et al.® ont montré :

Théoréme 23. Soient A,B € k[x, y] deux polynémes non-nuls premiers entre eux.
On note respectivement dy,dy, dy ,d; les degrés en x et y de B et de sa partie sans
carré. On suppose également que deg, A < dy et deg, A < d, et queB est primitif par
rapportay.

Alors la fraction rationnelle A/B admet un télescopeur minimal L tel que

ordL<dj, degL=0(d\dydy}).

De plus, un tel télescopeur peut étre calculé par l'algorithme HermiteTelesco-
10
ping " en
O(dydy ™)

opérations arithmétiques dans k.

7. HorowITZ, “Algorithms for Partial Fraction Decomposition and Rational Function Integration”.
8. OSTROGRADSKY, “De l'intégration des fractions rationnelles”.
9. BoSTAN, CHEN, CHYZAK et LI, “Complexity of creative telescoping for bivariate rational func-
tions”.
10. Ibid., Fig. 3.
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Exemple 24. Reprenons |'exemple du scrutin a deux candidats présenté dans l'in-
troduction. On avait une suite de probabilités b, qui vérifie

2 bnx" = Zimf y—’—“(ld-i/ +y2)’
n=0 3 y+y
Nommons f(x) cette série, et posons
F(x, y) — ;
y—x(1+y+y3)

(on omet le facteur 1/3 pour alléger un peu les calculs). Nous allons calculer un
télescopeur pour F(x, y) en utilisant la réduction de Hermite. Dans les notations du
paragraphe précédent, on prend donc K = k(x) et 0 = 0,. La fraction F elle-méme
est déja réduite, on passe donc a sa dérivée :

1+y+y?
(y—xQ+y+y2)?%

0,F(x,y) =

Pour réduire la multiplicité de P(x,y) = y— x(1 + y + y?) dans le dénominateur, on
procede de méme que dans la preuve du lemme 20. On commence par calculer la
relation de Bézout

1 4x Px, ) + 1-x-2xy 3.P(x, )
=——P(x, _ X, ).
1-2x—3x2 VT o —g2 VY
En refaisant le calcul de la preuve, il vient :
2xy? +(2x-2)y-(1+x) Cxy+x-11+y+y?
0.F(x,y) = -F(x,y)+0 -F(x, .
<06, ) 3x2-2x—1 (%, ) +0y 1-2x—-3x2 (%, )
Et en utilisant la division euclidienne
2xy2+(2x—2)y—(1+x) 2 3x+1
= P ) +—)
332 —2x-1 T—2x—3x2 N5 o
on obtient
(x+1D)y*+(x-1)(y+1)
0,F(x,y)= ——F(x,y)+0 -F(x, .
FO6Y) = Ty T TRy +0y 1-2x—3x2 ()

Ceci est un télescopeur pour F, et en intégrant 1’égalité par rapport a y on en déduit
I'équation différentielle

(1-2x-3xH)0,f-(Bx+1)f=0. (1.4)
En résolvant cette équation, on trouve
1
fX) = ————.
V1-2x—3x2

Apreés un changement de variable x — x/3, ceci permet de calculer les nombres
by, :
1 1 7 19 17 47
Z byx"=1+-x+-3+—23+—x*+—x>+ —x0+...
=0 3 3 27 81 81 243
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1.3 Calcul des premiers termes des suites polynomia-
lement récursives

1.3.1 Dérouler une récurrence

Dans la suite du texte, les suites polynomialement récursives et les fonctions
différentiellement finies seront omniprésentes, et constitueront des structures de
données pour toutes les fonctions manipulées. Ces deux notions sont intimement
liées par la propriété élémentaire suivante :

Proposition 25. Soit f(x) =) ,50 unx" € k([x]]. Alors
[ est différentiellement finie <= (un)nen est polynomialement récursive.

De plus, dans cette correspondance, a partir d'une équation différentielle d’ordre
r et de degré d, on obtient une récurrence d’ordre au plus d +r et de degré r.

Démonstration. Pour faire court, on obtient une récurrence a partir d'une équa-
tion différentielle par extraction du coefficient de x” pour tout n, et on passe d’'une
récurrence a une équation différentielle par sommation. On a ainsi une correspon-
dance

X Up_1, Ox—M+Dups

Pour ce qui est de 'ordre et du degré de la récurrence, on les voit en regardant le
degré et le décalage pour chaque mondme individuellement gréace a la correspon-
dance ci-dessus. O

Lalgorithme suggéré dans cette preuve pour faire cette correspondance en pra-
tique n'est pas efficace, mais une méthode par évaluation et interpolation de Bos-
tan et Schost '! permet de le faire en complexité quasi-optimale. La preuve est trés
sommaire, mais il est bien plus facile de se convaincre du résultat a 'aide d'un
exemple.

Exemple 26. Considérons la fonction

_ exp(x)
f= 1-x '
On a f(x) =Y 50 Unx", ot
n
1
Up=) —.
i=o k!

En dérivant f, on se rend tres vite compte qu’elle satisfait 'équation différentielle
1-x)f"(x)+(x-2)f(x)=0.
En remplagant f par son développement en série, il vient

Y nupx™ =Y nupx"+ Y upx™ =23 u,x" =0.

n=1 n=1 n=0 n=0

11. BOSTAN et SCHOST, “Polynomial evaluation and interpolation on special sets of points”, sous
Cor. 2.



1.3. CALCUL DES PREMIERS TERMES DES SUITES POL. RECURSIVES 37

On uniformise alors les exposants de x en faisant des changements d’indices, ce
qui donne

Y (n+Dupax" =) nupx"+ Y up1x"=2) upx"=0.

n=0 n=1 n=1 n=0
Enfin, en identifiant terme a terme les deux membres de cette égalité et en faisant
le changement de variable n— n+ 1, on en déduit que

Vnz0 (n+2up2— n+3)upeq +u, =0.

Et on pourra se convaincre par un calcul direct que les nombres 7! 1/k! satisfont
bien cette récurrence.

Dans de nombreuses applications, on désirera calculer le développement d'une
série f différentiellement finie jusqu’'a un certain ordre. A la lumiere de la propo-
sition 25, cela revient de facon équivalente a calculer les premiers termes d’'une
suite polynomialement récursive. L'algorithme naif consiste alors a calculer assez
de conditions initiales par un autre moyen, puis a calculer chaque terme de la suite
en fonction des précédents a I’aide de la récurrence. La complexité arithmétique de
cette méthode est optimale en N :

Proposition 27. Soit (1) une suite d’éléments de k polynomialement récursive sa-
tisfaisant une récurrence d'ordre r et de degré d. Alors U'algorithme naif permet de
calculer les N premiers termes de la suite (u,) en

O(drN)
opérations arithmétiques dans k.

Exemple 28. Considérons un exemple classique en combinatoire : le nombre u,,
de mots bien parenthésés de longueur 2n sur I'alphabet {(,)}. u, n’est autre que
le n-ieme nombre de Catalan, qui a déja fait une apparition dans l'introduction.
En coupant un mot bien parenthésé w de longueur 2n aprés la parenthése qui
ferme la premiere parenthése ouvrante, c’est-a-dire en écrivant w = (w;)w,, avec
w; et w, des mots bien parenthésés, on se convainc assez vite que les nombres u;,
vérifient la récurrence

n
u=1 Yn=0 Uy =) Uglip_.
k=0

Si 'on utilise cette récurrence pour calculer ug, u1,..., un, chaque terme u, est ob-
tenu comme la somme de n produits de deux entiers. On effectue donc au total
O(N?) opérations arithmétiques dans Q.

Si au lieu d’utiliser cette récurrence on part de I'équation différentielle satisfaite
par la série génératrice f(x) des nombres de Catalan,

x(@x-1)f"(x) +(10x-2) f'(x) +2f(x) =0,
la correspondance de la proposition 25 donne la récurrence :

ug =1, Vn=0 (n+2ups1—@n+2)u, =0.
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En utilisant cette récurrence-ci, le calcul du n-ieme terme a partir du précédent
ne requiert qu'un nombre constant d’opérations arithmétiques, et on obtient donc
U, U1,..., un en O(N) opérations dans Q.

En général, tout ne se passe pas forcément aussi bien que dans cet exemple. En
effet, il n'y avait pas de probleme pour appliquer la récurrence pour toute valeur
positive de n car le coefficient n + 2 ne s’annule pas, et on peut donc diviser. Si
jamais le coefficient de téte de la récurrence s’annulait pour une certaine valeur de
n, alors il faudrait calculer le coefficient correspondant par un autre moyen. Ceci
motive la définition suivante :

Définition 29. Soit L € k(x)(0,) un opérateur différentiel linéaire a coefficients po-
lynomiaux.

On appelle polynoéme indiciel de L le coefficient de téte de la récurrence linéaire
a coefficients polynomiaux associée a L.

Lexposant de L est défini comme étant la plus grande racine entiere de son
polynome indiciel.

Ainsi, pour développer une série Y5 u, x" solution d’'un opérateur différen-
tiel d’exposant « et d’ordre r, il est suffisant de calculer max(r,a + 1) conditions
initiales.

Ceci amene potentiellement a calculer un grand nombre de conditions ini-
tiales, comme le montre I'’exemple ci-dessous, ce qui peut étre prohibitif puisqu’on
les calcule en général par I'intermédiaire d'un autre algorithme plus cotiteux.

Exemple 30. Considérons la fonction f(x) = x°exp(x) avec ¢ € N, dont on écrit le
développement en série

fO=) upx"

n=0

Alors f satisfait 'équation différentielle du premier ordre
xf'(x)—(x+0)f(x)=0,
qui se traduit en la récurrence
(n—cuy—up—1 =0.

Cette récurrence est d'ordre 1 et de degré 1 quelle que soit la valeur de ¢, mais
a cause de la singularité en n = ¢, il est suffisant de connaitre les ¢+ 1 termes
ug, Ui, ..., U, afin de la dérouler.

1.3.2 Développement d’'une série algébrique

Nous allons maintenant montrer que dans le cas ot une fonction f est algé-
brique, I'exposant de 1'équation différentielle minimale dont elle est solution ne
peut étre trop grand. Plus précisément, il est toujours polynomial en le bidegré de
I’équation algébrique satisfaite par f.

Dans ce paragraphe, on considére une fonction algébrique f(x) solution d’'un
polynome sans carré P € k[x][y] dont on note dy et dy les degrés respectifs en x et
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y. Par le théoreme d’Abel, dont I'énoncé précis ainsi que des références pour les
preuves sont donnés dans I'annexe A (cf. Théoréeme 117), f est différentiellement
finie et solution de la résolvante différentielle Lp de P (voir la définition 118). De
plus, on peut choisir des racines y; = f,2,..., yn de P telles que (y1, ¥2,..., yn) soit
une base de I'espace des solutions de Lp. En particulier, on a n < d,.

Lobtention de cette borne repose principalement sur deux ingrédients. Le pre-
mier est que les zéros du polynéme indiciel de Lp sont intimement liés aux valua-
tions des solutions de Lp (lemme 32). Le second est la notion de Wronskien, qui va
nous permettre de majorer les valuations des solutions de Lp (lemme 33). Rappe-
lons sa définition :

Définition 31. Soient fi, f>,..., fn € K((x)) des séries de Puiseux. Leur Wronskien,
noté Wr(f1, f2,..., fn) est défini par

[
Wif S fd=| .
fl(n'—l) fz(n'—l) ’gﬁ—l)

Lemme 32. Soit o l'exposant de Lp. Alors il existe une série de Laurent f € k((x)),
solution de Lp, et telle que
val, f=a.

Démonstration. On trouvera la preuve dans le livre d’'Ince '2. O
Lemme 33. Soit y € k((x)) une série de Laurent non-nulle solution de Lp. Alors
val(y) < val(Wr(y1, y2,..., yn)) + Oldxdy + ds).

Démonstration. On décompose y sur la base (y1,y2,...,¥n) :
n
yx) =Y Niyi,
i=1

avec A; € k pour tout i. On peut de plus supposer sans perte de généralité que
A1 #0. Le fait que val(f”") = val(f) — 1 pour tout f € k((x)) implique que

& n
val(Wr(y, y2, ..., yn) = val(y) + Y_ val(y;) — (2)
i=2
Par multilinéarité du Wronskien, le membre gauche de 'inégalité n’est autre que
val(Wr(y1, y2,..., ¥n)). Par ailleurs, les valuations des y; sont en valeur absolue des
pentes du polygone de Newton de P (voir proposition 122). On obtient ainsi la ma-
joration :

dy(dy-1)
val(y) < val(Wr(y1, y2,..., yn)) + (dy — 1) max(dy, dy) + -

ce qui permet de conclure. O

12. INCE, Ordinary differential equations, §15.31.
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Proposition 34. Soir P € k[x][y] un polynome tel que bidegP < (dy, d), et soitLp la
résolvante différentielle de P.
Alors toutes les séries de Laurent y(x) solutions de Lp vérifient uniformément :

val(y(x)) = Odxd3).
Démonstration. D’apres le lemme 33, il suffit de prouver que
val(Wr(y1, 2, ..., yn)) = Oldxdy).

Largument qui suit est inspiré d'un calcul similaire dans un article de Bostan, Chy-
zak et al.'3, dont on va commencer par rappeler quelques résultats.
11 existe des polynomes Wy € k[x, y] tels que, pour tout i € {1,2,...,n} et tout

k=1, la dérivée yﬁk) peut s’écrire sous la forme
d _ Wilx,yi)
i Py(x, J/i)Zk_l

De plus, les polynémes Wy, satisfont
deg, Wi < (2dx -1k —dy, deg,Wi<2(dy—1Dk-dy+2. (1.5)

On en déduit que D = []", P (x,y1)*"~® € K[X, y1,)2,..., ¥n] €st un polynome tel
que Wr(y1,¥2,...,¥n) D eklx, y1,2,..., ¥n]. On notera R ce dernier polynéme. R est
le déterminant de la matrice

)21’!—3 )211—3

nPyx, YnPy (X, yn
W10, yD)Py (6 y)2 ™ o Wi, )Py (o, yp) 24
W = | Walx, )Py (x, y)?" 0 Wa (x, )Py (x, yn)*" 8 |

Wi_1(x, 1) W10, ¥0)

R est un polynéme antisymétrique en yi, ys,...,y, et donc R? quant a lui est sy-
métrique, de méme que D. La proposition 126 montre donc que D et R? sont des
fractions rationnelles en x. Or, on a

R
Wr(y1,¥2,...,¥n) = D

Donc ce Wronskien est la racine carrée d'une fraction rationnelle en x. Ce résultat
de structure et les bornes de la proposition 126 vont fournir la majoration atten-
due.

Si det(A) est vu comme un élément de k[x, y1, y2,..., ynl, alors

n-1
deg, det(#)?<2 ) (2n-3)dy-k)
k=0

<2n(2n-3)d;+n(n-1),

13. BOSTAN, CHYZAK et al., “Differential equations for algebraic functions”, §2.2.



1.3. CALCUL DES PREMIERS TERMES DES SUITES POL. RECURSIVES 41

et pour tout i € {1,2,...,n},
deg,, det(4)* <2(2n-3)dy —2(2n—4).
De méme, en voyant D comme un élément de k(x, y», y», ..., y»l, on calcule
deg,D =n(2n-3)dy, degyl_ D=Q2n-3)(d,-1).
Maintenant, on note p(x) le coefficient dominant de P(x, y), et on en déduit que

U(x)

Wr(J’bJ’Z""’y"):m’

ou
deng2 <2n@n-3)dy+n(n-1)+22n-3)dydy —22n—4)d;.

Finalement, les inégalités val(Wr(y1, ¥z, ..., yn)) < 3 val(U?) < 1 deg, (U et n< d,
donnent
val(Wr(y1, 2, ..., yn)) = Oldxdy),

ce qui termine la preuve. O

Corollaire 35. Soit P € k[x][y] un polynéme tel que bidegP < (dx,d,), et soit Lp la
résolvante différentielle de P. Soit o l'exposant de Lp.
Alors
a=0(dydy).

Démonstration. Ceci découle de la proposition et du lemme 32. O
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Chapitre 2

Intégrales de termes mixtes

J’ai présenté dans le chapitre précédent la méthode du télescopage créatif par
réduction. Maintenant, je vais construire une réduction pour une instance du pro-
bléme, a savoir le télescopage créatif pour les termes mixtes hypergéométriques et
hyperexponentiels de la forme

Y(n,x)=Y(n) -Pn,x) - hx)" exp (fg(x)dx), 2.1)

ol & e k(n)[x] est un polyndéme, h et g sont des fractions rationnelles, et Y est une
suite hypergéométrique. On en a vu plusieurs exemples dans I'introduction. Sil'on
s'intéresse a cette forme-ci en particulier, c’est parce que Chen, Chyzak, et al.! ont
prouvé que parmi les termes mixtes hypergéométriques et hyperexponentiels, ce
sont exactement ceux de cette forme pour lesquels il existe des télescopeurs.

On souhaite donc trouver des relations du type

Y ci(mSh ¥ = (KY),
i=0

avec K € k(n, x). (Pour ce chapitre, on notera f’(n, x) = 0, f(n, x), ce qui ne sera pas
ambigu car on ne dérivera jamais par rapport a n.) La premiere chose a remarquer
est qu’il suffit de traiter le cas Y (n) = 1. En effet, si ¥(n,x) = Y(n)-F(n, x) et si'on
a trouvé un télescopeur Y.7_, ¢;(n)S ! pour F, alors 'opérateur

" Y(n) _;
;)Cz(n)msn

est un télescopeur pour V¥ puisque Y (n)/Y (n+ i) est une fraction rationnelle.
Une fois de plus, c’est un probléeme d'une nature purement algébrique. En ef-

fet, lorsque k = C, une fonction ¥ du type (2.1) est méromorphe sur C. On peut
donc rechercher un télescopeur pour ¥ en tant qu'objet formel, et le principe de

1. CHEN, CHYZAK et al.,, “On the existence of telescopers for mixed hypergeometric terms”.

43
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continuation analytique montre que tout télescopeur obtenu par ce biais en sera
également un pour ¥ vu comme une fonction de la variable complexe.

On continue donc a raisonner sur un corps k de caractéristique 0 et pour des
raisons qui seront apparentes par la suite, il convient de poser ¥ = & - ® car le
polynéme 22 jouera un role spécial. On voit désormais ® comme une indétermi-
née, et on travaille dans 'anneau A = k(n, x)[®] auquel on étend les opérateurs de
décalage et de dérivation en imposant

S, P=F,®, @ =F,o,

ol F1,F, € k(n, x). De plus, pour que ¥ représente bien un terme du type (2.1), on
fixe la forme de F; et F5 :

Notations 36. Dans tout ce chapitre, on s’intéresse a un terme mixte ¥(n, x) de la
forme
Y(n,x)=2(n,x)P(n, x),

ol Z e k(n)[x] et il existe h € k(x) et v,10 € k[x] tels que

@/ !

JE— nh_ + 2'

® h 1t
On note respectivement A € k[n, x] et b € k[x] le numérateur et le dénominateur de
la forme réduite de @'/ ®.

La réduction que je vais construire repose sur la méme idée que la réduction
de Hermite présentée dans le chapitre précédent. Par définition, on a S,,® = h®,
donc le décalage augmente la multiplicité des poles de §). La réduction va consis-
ter a ajouter des dérivées de facon a réduire ces multiplicités, et récrire ainsi les
décalages sous la forme R®, o1 R € k(n)[x].

La construction est faite dans la deuxiéme section. La premiére section quant a
elle met en place des propriétés qui se traduiront par le confinement et la norma-
lité de la réduction. Dans la troisieme section, j'analyserai quantitativement 1'al-
gorithme de télescopage créatif qui en découle pour évaluer la taille des télesco-
peurs calculés. Les deux dernieres sections contiennent des exemples et 'analyse
de complexité des algorithmes.

Les algorithmes des deux premiéres sections sont fondamentalement univariés
et pourraient étre adaptés a des termes hyperexponentiels ne dépendant pas de n.
On notera alors K = k(n) et on travaillera dans K.

2.1 Confinement

Lemme 37. Avec les notations 36, notons de plus
0 =max(deg, A,deg, b—1).

Alors, pour tout polynéme P € K[x], il existe une unique paire de polynomes R,Q €
K(x], avec
deg,R<96, deg,Q<deg,P-J,
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et tels que
PO =RO + (QbD)'. 2.2)

Démonstration. Léquation (2.2) se récrit :
QA+ (Qb)'=P-R. (2.3)
Notons d = deg, P — 6, et considérons l'application linéaire
¢ Klxlg— Klxla Q— (QA+(Qb))divx®,

ol udivv est le quotient de la division euclidienne de u par v. Alors, pour tout
ke{o,1,...,d}, (])(xk) est de degré au plus k. Son coefficient de degré k vaut

Ic(A) si deg, A>deg, b-1,
k+6+1 si deg, b—1>deg, A,
Ic(A)+k+6+1 si deg, A=deg, b—1.

Dans les deux premiers cas, on a clairement lc(q)(xk)) # 0. Par ailleurs, si I'on est
dans le troisitme cas, alors comme deg®(h'/h) = —1 on doit également avoir
deg¥(v/tv) < 0. Mais dans ce cas, si 'on pose b’/ = p/q ou p,q € k(x] vérifient
deg, p =deg, g —1, on obtient que A/b = (npto + gv)/(qw). Or,

deg,(qv) < deg, g +deg,tv—1=deg, (pw).

Donc Ic(A) dépend de n et ne peut étre nul. Ainsi, dans tous les cas q)(xk) est un
polynéme de degré exactement k. On en déduit que ¢ est un isomorphisme. Ceci
conclut quant a I'existence et 'unicité de Q et R, vu que I'équation (2.3) est équi-
valente a ¢(Q) = Pdivx® et R=P - QA— (Qb)'.

La construction montre trés clairement que les degrés de R et Q sont tels qu’an-
noncés. O

La quantité d de ce lemme va intervenir de fagon capitale tout au long de cha-
pitre. Fixons donc une bonne fois pour toutes cette notation.

Notation 38. Les polyndmes A et b étant ceux définis dans les notations 36, on
note § = max(deg, A, deg, b—1).

La preuve du lemme 37 est complétement effective, et conduit a ’algorithme
Confinement (algorithme 2). Ainsi dans une expression P®, o1 P € K[x] est un po-
lynéme, on peut toujours réduire le degré de P en ajoutant des dérivées. Cette pro-
priété servira a confiner la réduction que nous allons construire dans la section
suivante.

On termine cette section par une proposition qui permettra d’obtenir I'autre
propriété importante pour notre réduction : la normalité.

Proposition 39. On reprend les notations 36 et 38. Supposons de plus que @' /® na
pas de résidu entier positif. Alors, pour tout polynome R € K[x] tel que deg, R <9,

(IK € K(x) R® = (K®)') < R=0.
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Algorithme Confinement(P,F)

Entrée Un polyndme P € K[x], une fraction rationnelle F = A/b telle que
pgcd(A, b) = 1.

Sortie Un polyndme R € K[x] de degré strictement inférieur a
max(deg(A),deg(b) — 1) et tel qu'il existe Q € K[x] vérifiant P = R+ (Qb)' + QA

0 — max(deg(A),deg(b) —1);
d —deg(P)-d; _ '
Ecrire A=Y, a;x', b=Y;b;x',P=Y; pix’;
pour i — d a 0 faire

c—as+O+i+1)bsy;

gi—1 (P5+i —Z?ﬂ qi+jas—j

—(B+i+ 1)2?3 Qi+jb6+1—j) ;

Q (_Z;'izo ql'xi;
renvoyer P — (Qb)' — QA.

Algorithme 2: Confinement

Démonstration. Limplication réciproque est évidente. Pour 'implication directe,
supposons qu'une telle fraction K existe. Alors I'’équation se récrit

R—K’+Ké (2.4)
= = )

Si K est un polyndme, cette égalité ne peut étre satisfaite que si b divise K, auquel
cas le résultat est une conséquence immeédiate de I'unicité dans le lemme 37.
Mais si jamais K n’était pas un polynéme, K admettrait un péle xy d’ordre v >
0. Alors I'équation (2.4) montre que A/b devrait avoir un podle simple en x( avec
résidu v, ce qui contredirait I'hypothese faite sur les résidus de @'/ ®. O

La signification de cette proposition est qu’avec les bonnes hypotheses sur @,
il n'y a pas de dérivée dont la forme normale (le confinement) est non-nulle. Cette
propriété sera capitale pour les questions de minimalité des télescopeurs que I'on
va calculer. Revenons sur la condition sur @ dans la proposition. Si ®'/® admet un
résidu entier positif, cela signifie que 'on peut écrire ® = P® oi1 P est un polyndme.
Ainsi, informellement, dire que ®'/® n'admet pas de résidu entier positif, c’est dire
que dans I'écriture W = 22, tous les polyndmes ont été extraits de @ et inclus dans
P

2.2 Réduction de type Hermite

On passe désormais a la construction de la réduction a proprement parler. De
méme que pour la réduction de Hermite, on procede en une succession de réduc-
tions atomiques. On commence par un lemme technique, qui établit une propriété
nécessaire pour amorcer la réduction.
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Lemme 40. On reprend les notations 36. Soit f € k[x] un facteur sans carré du dé-
nominateur deYy. Alors, pour tout entier i,

pged

f,A+b’—ibel)=1.

Démonstration. Sih =0, le résultat est immédiat car nécessairement f = 1.
Dans le cas contraire, notons A=A—ibf’/ f et commencons par supposer que
f est irréductible. Alors en écrivant ) = X ol1 le numérateur et le dénominateur
de b sont premiers avec f, on voit qu'il existe des polynomes b, b, € k[x] tels que
!/
b
:(nk—l.)L'l'm‘f‘_;
b2
avec pged(f,h2) = 1 et b = ppcm(f, by, ). Ecrivons b = f¥b avec pged(f,b) = 1.
Alors -
b

o

A
b

A=mk-0f'f" b+ nblfvb£+n
2

On en déduit la réduction de A+ b’ modulo f :

-
~ - b
A+b’z(nk+v—i)f’fv‘lb+nfm

mod f. (2.5)

Comme f ne dépend pas de n, f|A+ b’ impliquerait qu'on a a la fois f|f'fY~'b et
flof¥b/vo. Pour vérifier la premiere relation de divisibilité, il faut que v > 1. Ceci
n’est possible que si fV |, auquel cas la deuxieéme relation de divisibilité rendrait
nécessaire f|v. Comme ceci contredirait le fait que pged(v,tv) = 1, on en déduit
que fYA+D'.

Maintenant, pour un facteur sans carré f du dénominateur de §h quelconque,
tous les facteurs irréductibles de f sont inversibles modulo A+ b’ par ce qui pré-
cede, et donc f également par le théoreme des restes Chinois. O

On est maintenant en mesure de prouver le lemme suivant, qui permet d’effec-
tuer une étape atomique de la réduction. C’est 'analogue dans ce cadre mixte du
lemme 20 p. 33.

Lemme 41. On reprend les notations 36 et 38. Soit P € K[x] un polynéme, k un
entier strictement positif, et f € k[x] un facteur sans carré du dénominateur de .
Alors il existe une paire de polynomes R, Q € K[x], avec

deg, R <max(deg,P—deg, f,6-1), deg, Q<deg,f,

et tels que

Pl @ (@Y
S ST

Démonstration. On note ® =®/f*. Ona ®'/®=A/bavec A=A-kbf'/f. Avec ces

notations, on veut trouver R et Q tels que

Pd =Rf®+(Qbd)'.
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Par le lemme 40, on a pgcd(f,A+ b') = 1, donc il existe U,Q € K[x] tels que

deg,Q < deg, f et
P=Uf+Q(A+D').

Considérons alors la dérivée

(Qp®)' 5 L
3 =Qb+QA+b)=Qb/f-U)f+P.

On voit qu'il suffit de poser R = (P — (Qb)’ - QA)/f et on a l'égalité attendue. De
plus, cette définition de R rend apparente la borne annoncée sur son degré. O

A nouveau, la preuve est complétement effective. En particulier, avec les mémes
notations, on peut appliquer le lemme plusieurs fois et écrire

o L,
PF =R® + Q F ,
pour un certain polynéme Q € K[x]. Cette opération est effectuée par I'algorithme Ré-
ducElém (algorithme 3).

Exemple 42. Regardons ce que signifie le lemme dans le cas particulier ® = 1/g",
ol g € k[x] est un polyndme sans carré, et f = g, k = 1. Alors le lemme affirme qu’il
existe des polynomes R et Q, avec deg, R < deg, g tels que
P R QY
g g (?) '
C’est tout a fait similaire a une étape élémentaire de la réduction de Hermite
(lemme 20 p. 33), sauf que 'exposant dépend ici de n.

De plus, si I'on regarde la démonstration, A est, ici, le numérateur de
(1/g"N'1(1/g"Y), c'est-a-dire A = —(n+1)g’. Le point clé de la preuve est donc
une relation de Bézout entre g et g’, ce qui est tout a fait analogue a la preuve du
lemme 20.

C’est pour cette raison que ’on dit que cette réduction est « de type Hermite ».

La réduction complete s’effectue en utilisant de facon répétée le lemme précé-
dent. Elle est décrite dans cette proposition, qui est I'analogue de la réduction de
Hermite pour les fractions rationnelles (proposition 21 p. 33).

Proposition 43. On reprend les notations 36 et 38. Notons également
8y = max(deg?’ b,0),

et soit b1 /N, la forme réduite de by.
Pour tout polynome P € K[x] il existe une paire R,Q € K[x] de polynémes avec

deg, R < max(deg,P +9dp,8—-1), deg,Q<deg, b

et tels que

PhO =RD + (Qb%),.
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Algorithme Réd ucEIém(P,F,f,k)

Entrée Un polynéme P € K[x], une fraction rationnelle F = A/b € K(x), un
facteur sans carré f de b tel que pged(f,A+Db'—ibf'/ f) =1 pour tout i € Z,
un entier k> 1.

Sortie Un polynéme R € K[x] tel que P = fk(R +(Qb)' + QA)) pour un certain
QeKIxI[f 1.

R—P;
pour [ — 1 a k faire
C—A+b +{-k-1bf'If;
Ecrire R=QC+Vf avec deg, Q <deg, f;

R— R-Qb-QQ)/f; > 0= 50+ (Qbd)

renvoyer R.

Algorithme 3: Etape élémentaire de la réduction de type Hermite

Démonstration. On commence par décomposer ) en éléments simples. Etant don-
née une décomposition sans carrés

bo=ffs... fi,
il existe des polynomes u, uy, uy, ..., U, tels que
m
Ui
h=u+ Z -
i=1f}
avec deg, u; < ideg, f;, et deg, u=deg? b si u#0. De I3, on calcule
m )
Ph® =Pud®+ ) Pu;—.
i=1 i
Maintenant, pour chaque terme de la somme, on applique répétitivement le
lemme 41, ce qui produit des polynémes Ry, Ry, ...,R;;,Q1,Q2,...,Q,, avec
deg,R; <max(deg,Bd-1), deg,Q;<ideg, f;
et tels que

O]
Pu,-—l. =R;®+
f;

i

(1) !
Qib— | .
fl)

i

I suffit donc de choisir pour Q le polynome h2 7" | Qi/fl.i, et

m
R=Pu+) R;.
i=1

Les degrés des polyndomes R et Q sont alors apparents de par leur construction. [
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Algorithme Réduction(P,h,0/1)

Entrée Un polyndme P € k(n)[x],
deux fractions rationnelles h = /b, et v/to € k(x).

Sortie Un polynome R € k(n)[x] tel que Ph =R+ (Qb)' + QA pour un certain
Qek(n,x), ouA/b=nbh'/h+v/0.

Calculer une décomposition sans carré du dénominateur de b : h = f; fz2 N A
Calculer la décomposition en éléments simples correspondante :
h=u+X" uil f};
K—nh'/h+v/w;
pour i — 1 a m faire
ri — RéducElémPu;,K, f;, i) ;
renvoyer Pu+ry+---+1y,.

Algorithme 4: Réduction de type Hermite d'un terme mixte hypergéométrique et
hyperexponentiel

A ce stade, prenons un peu de recul sur ce que signifient les résultats prou-
vés jusqu’ici. Le lemme 37 montre que I'on sait réduire P® vers un espace de di-
mension finie pour tout polynéme P, en posant [P®] = R pour le R du lemme. La
proposition 43 montre que I'on sait réduire PH® pour tout polynéme P, en posant
[Phd] = [RD] pour le R de la proposition. On peut étendre la réduction a Ph*¢p
pour tout k en posant [Sﬁ@] = [Sn[S],‘L_1<I>]]. Ceci sera suffisant pour arriver a nos
fins (calculer un télescopeur), mais on pourrait aller plus loin en remarquant que
la preuve de la proposition 43 s’adapte sans probleme si I’'on remplace § par tout
élément de K[x] [b%]. On peut donc faire de [-] une réduction sur K[x] [b%,cb], qui
a la propriété d’étre confinée. De plus, la proposition 39 montre qu’il suffit que
@'/® n'ait pas de résidu entier positif pour que la réduction soit normale (voir la
définition 15 p. 31).

2.3 Algorithme TCMixte

Comme il a été expliqué dans la section 1.2, la réduction que 'on vient de
construire meéne a un algorithme pour calculer un télescopeur pour V. La stra-
tégie consiste a chercher une combinaison linéaire nulle entre les réductions de ¥,
S,¥, S2V¥, ... Le lemme suivant permet de suivre de fagon précise la forme que
prennent les réductions de ces décalages successifs, ce qui va nous permettre de
prédire les degrés des coefficients du télescopeur.

Lemme 44. On reprend les notations 36 et 38. Pour tout i € N, il existe des poly-
nomes R;,Q; € K[x], avec

deg, R; <0, deg, Q;<ideg, bh+max(deg, & -56,0),
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et tels que

!
Pn+i,0hO=R;®+ Qib%) ) (2.6)

2

Démonstration. On construit les polyndmes R; et Q; par récurrence sur i.

Pour i =0, soit deg, 2? < & auquel cas il suffit de choisir Ry = £ et Qp = 0, soit
deg, 2? = d et alors le lemme 37 appliqué a & fournit Ry et Qo.

Maintenant, donnons-nous un entier i > 0 et supposons que R;_; et Q;_; ont
déja été construits. En remplacant n par n+1 et i par i —1 dans I'équation (2.6), on
obtient

ho |
Qi—le

Pn+i,0h®=R;_hd +

On peut alors appliquer la proposition 43 : il existe des polynomes R;,Q; € K[x]
tels que
- . @\
Ri-1h®=R;®+ (Qib_) )
b2
avec de plus
deg, R; <8-1+38y, deg,Q; <deg,bs.

Si 8y > 0 on applique le lemme 37 et on obtient R;,Q; tels que
~ — !
R,® =R+ (QibCD) ,
avec deg, R; < d et _
deg, Q; <deg,R; -8 < &y.
Si au contraire 6 <0, on a déja deg, R; < 8. Dans ce cas on pose simplement R; =
R; et Q; = 0. Enfin, on choisit

Qi =h1Qi1 +h57'Q;: +H5Q;,

et alors R; et Q; satisfont bien 1'équation (2.6). De plus, Q; satisfait 'inégalité du
lemme puisque chacun des trois termes intervenant dans sa définition la vérifient
séparément.

O

Théoreme 45. On reprend les notations 36 et 38. Le terme mixte ¥ admet un téles-
copeur L d'ordre r <8 et tel que

deg, L < r(deg, 2? +deg, bh) + max(deg, & - 5,0).

Démonstration. En utilisant le lemme 44, on construit pour tout i € {0,1,...,8} des
polynémes R;,Q; € K[x] qui satisfont I'équation (2.6). Comme deg,R; < 6 pour
tout i, il existe r < & minimal tel que la famille (Rg,Ry,...,R;) soit liée. Soient
€0, C1,..-,Cr—1 € K(n) tels que

r=1
ciRi+R,=0.
i=0



52 CHAPITRE 2. INTEGRALES DE TERMES MIXTES

Algorithme TCMixte(22,5,0/10)

Entrée Un polyndéme 22 € k(n)[x], deux fractions rationnelles f et v/1w € k(x).
Sortie Un r-uplet (cy,...,cr—1) tel que
Pn+r,x)h" - Z;& c;iPn+1i,x)h' = nQh'/H+ Qu/to + Q' pour un certain
Qek(n,x).

F—nb'/h+v/w;
Ry < Confinement(2,F);
pour k —0,... faire
si rangy ) (Ro,R1,...,Rg) <k +1 alors
Résoudre Zfz‘ol c;Ri=Rrency,...,cr1 ek(n);
renvoyer (c,...,Ck-1)-
P —Rg ln—n+1;
P — Réduction(Bh,v/t0);
Ri+1 < Confinement(BF);

Algorithme 5: Télescopage créatif mixte

Alors on a |'égalité

r-1 /
Y cim¥(n+i,x)+¥(n+rx) = (Qb%) , 2.7
i=0 2

ouQ= Z;& cihg‘iQi + Qr. On a donc le résultat sur I'existence et 'ordre du téles-
copeur, reste a estimer le degré des coefficients c;. Pour ce faire on constate que, si
I'on pose Q = Z?SO g;x', 'équation (2.7) peut étre vue comme un systéme linéaire
en les inconnues cy, c1,...,cr-1, qo, q,---,qd,- Dans ce systéme, les coefficients de
Co, C1,...,Cr—1 sont de degré borné par deg, 2, et ceux de qo, q1,..., s sont de degré
au plus 1. L'inégalité de Hadamard (voir lemme 116 de I’annexe A) donne donc

deg, c; <rdeg, 2 +dq+1

pour tout i. De plus, par le lemme 44 et la définition de Q dans I'équation (2.7), on
peut choisir

dq < rdeg, h+max(deg, 2 - ,0).

En combinant ces deux derniéres inégalités, on obtient la borne annoncée sur
deg, L.
O

Le théoreme précédent est implémenté par I'algorithme TCMixte (algorithme 5).

Théoréme 46. On reprend les notations 36. Supposons de plus que ®'/® n'a pas
de résidu entier positif. Alors l'algorithme TCMixte(P,h,0/10) calcule un télescopeur
d’ordre minimal de V.
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Démonstration. C’est une conséquence du corollaire 17 car la réduction est a la
fois confinée (lemme 37) et normale (proposition 39).
O

2.4 Exemples

2.4.1 Inverse compositionnel d’'une fraction rationnelle

Définition 47. Soit f € Q(x) une fraction rationnelle réguliere en 0 et telle que
£(0) = 0 et f'(0) # 0. On définit I'inverse compositionnel de f, noté f©V comme
étant 'unique élément de Q[[x]] vérifiant :

fof(fl) — f(fl) of =x.

Comme application des résultats de ce chapitre, je vais donner une généralisa-
tion d’'un lemme de Manivel qui est utilisé dans un article de Furter?. Le résultat
que je vais énoncer permet de calculer une récurrence satisfaite par les coefficients
de I'inverse compositionnel d'une fraction rationnelle. Le lien entre cette question
et les calculs d’intégrales de termes mixtes est établi par le lemme suivant, qui n’est
autre qu'un cas particulier de la formule d’inversion de Lagrange.

Lemme 48. Soit f € Q(x) une fraction rationnelle réguliére en 0 et telle que f(0) =
Ecrivons son inverse compositionnel sous la forme

P =Y upx"

nz=1
Alors les coefficients u,, sont donnés sous forme intégrale par

1 dx
“2nin) foxon

Démonstration. Par la formule de Cauchy,

(-1)
tn = mef ) ”“’

ol le contour est un petit cercle autour de 0. En intégrant par parties, on obtient

ff( 1) (x)dx

ann

Puis on fait le changement de variable x = f(u). On a alors du = £V (x)dx, et

donc
1 du

~ 2min far’

2. FURTER, “Polynomial composition rigidity and plane polynomial automorphisms”.
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La représentation intégrale du lemme précédent rentre dans le cadre d’applica-
tion de l'algorithme TCMixte. Ceci permet donc de calculer une récurrence pour
les coefficients de I'inverse compositionnel. L'analyse de I'algorithme menée dans
ce chapitre s’applique pour donner le théoréme suivant.

Théoreme 49. Soit f € Q(x) une fraction rationnelle réguliere en 0 et telle que f(0) =
0 et f'(0) #0. On écrit f = plq, et la décomposition sans carré p = p1pz2---pm. No-
tons également dy,, d,;, dq et d;; les degrés respectifs de p, p*, q et q*.

Alors les coefficients de Taylor de fV) satisfont une récurrence d’ordre au plus

* *
dg+d, -1
et de degré rationnel en n au plus
(df+dx)dy+dx+1) 1
1P 9 P max(d,—dp,0+ ) k H
2 1
Pr#l

k ordre degré coeffs temps

10 61 1759 2.49
12 88 2440 4.64
14 120 3778 13.36
16 157 4666 33.89
18 199 6192 88.34
10 20 246 8364 260.59
11 22 298 10146 628.21
12 24 355 11802 1451.54

© 0~ G

TABLE 2.1 — Ordre, degré, taille bit et temps pour I'exemple 50

Exemple 50. Dans la table 2.1 sont présentés des résultats expérimentaux pour
une famille de fractions rationnelles

pr(x)?
qr(x)’

fi() =x

ol py et g sont des polynomes denses de degré k a coefficients entiers bornés par
100 en valeur absolue. La premiere colonne donne l'indice k. La deuxieme donne
l'ordre du télescopeur d’ordre minimal, qui se comporte comme prédit dans le
théoréme 49. La troisieme donne le degré du télescopeur; elle met en évidence
une croissance quadratique, comme prédit par le théoréme 49. La quatriéme co-
lonne donne la taille en bits du plus grand coefficient du télescopeur; sa crois-
sance semble légerement plus que quadratique. Enfin, la derniére colonne donne
le temps (en secondes) pris par 'implémentation de 1'algorithme TCMixte pour
calculer le télescopeur.
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2.5 Analyse de complexité de TCMixte

Cette section dédiée a I'analyse de la complexité de 'algorithme TCMixte est
constituée de résultats particulierement techniques. Cependant, le fil du raisonne-
ment est trés simple : on souhaite majorer le degré des entrées du systéme linéaire
a résoudre. La majoration est obtenue en suivant les degrés des polyndmes dans
chacun des algorithmes intermédiaires, ce qui est un peu fastidieux, mais ne fait
intervenir que des arguments élémentaires.

2.5.1 Confinement

Lemme 51. On reprend les notations 36. Soit P € k(n)[x] un polynoéme. Notons R €
K[x] le polynéme renvoyé par l'algorithme Confinement(P,A/b). Alors, si deg, b <
deg, A+1,

1

1 ] '

|+1

Rdeg,R—Rdeg, P < (deg, P —deg, A+1)

etsideg, b>deg, A+1,
deg, P—deg,B+1
deg, B—deg, A-1

Rdeg, R—Rdeg, P < 0

Démonstration. On étudie séparément les deux cas en reprenant les notations de
I'algorithme.

Si deg, b < deg, A +1, la récurrence pour les g; contient un terme ds_1¢i+1,
sauf lorsque i = d. Par ailleurs, ¢ contient un terme ag. Ainsi, par une récurrence
immédiate, le degré en n des numérateur et dénominateur de g,_; augmentent de
1 a chaque étape. Comme il y a au total d + 1 étapes, on en déduit que

Rdeg,, Q —Rdeg, P <

d+1

En utilisant I’équation (2.3), le résultat sur R s’ensuit.

Si au contraire deg, b > deg, A + 1, les coefficients a5_; sont nuls pour j < 8-
deg, A, et ¢ ne dépend pas de n. Par récurrence sur i, le degré de g,_; augmente de
1 chaque fois que i =0 mod 6 —deg, A et reste constant sinon. Plus explicitement,
Li/(8—deg, A

Rdeg, g4-; —Rdeg, P < 0
A nouveau on en déduit le résultat pour R grace a I'équation (2.3). O

Lemme 52. On reprend les notations 36 et 38. Soit P € K[x] un polynome. Lappel
Confinement (P, A/ D) effectue au plus

O(8deg, P)

opérations dans K.
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Démonstration. Chaque itération de la boucle nécessite O(d) opérations dans K, et
la boucle est exécutée deg, P —d +1 fois, ce qui fait au total O(ddeg, P) opérations.
De 13, les derniéres multiplications et additions donnent R en O(deg, P) opérations
dans K, ce qui permet de conclure. O

2.5.2 Réduction

Lemme 53. On reprend les notations 36. Soit [ un facteur irréductible du déno-
minateur de by, v la valuation f-adique de b, et soit P € k(n)[x] un polynéme. On
se donne également un entier k et on note A= A—kbf'/ f. Par le lemme 40, f est
inversible modulo A+ b'. Soit alors Q 'unique polynéme tel que deg, Q < deg,, f et

P=QA+Db) modf

(Q est bien défini par le lemme 40).
Alors Rdeg, Q —Rdeg,, P est majoré par

[g], siv>1;
[%], siv=1 et fyw;
[dzge’éf;l], siv=1et f|w.

Démonstration. Ici, lorsque u est une classe modulo f, on notera u~! l'inverse de
u modulo f (avec degu~! < deg f). Remarquons tout d’abord que

Rdeg, Q — Rdeg, P = Rdeg, (A+ )"

En effet, écrivons
p(mP =Py (x) + P (x)n+---+Py(x)n?,

ol p(n) est le dénominateur de P. On voit que
pmQ=A+b)"'(Pymod f)+---+@A+b) " 'n?P, mod f)

a un degré rationnel borné par
d -
[6] +Rdeg,,(A+b")7".

1 suffit donc de borner Rdeg, (A + b')~!. Pour ce faire, on observe de plus preés
I'équation (2.5).
Si v > 1, I'équation devient

A+b =v

e mod f,

et donc (A+ b')~! ne dépend pas de n dans ce cas.
Siv=1et ffw, 'équation devient

A+b =mk+Df'b,
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si bien que }
(f’ b) -1

A+b) = .
A+b) nk+v

Donc, dans ce cas,
- 0
Rdeg,(A+b")! = [I] .
Enfin, si v=1 et f|tv, le résultat découle du lemme ci-dessous. O

Lemme 54. Soient p, q,r € k[x] des polynémes tels que r est premier avec au moins
l'un de p et q. Soient U,V € k(n)[x] tels que

1=U(pn+q)+Vr, avec deg, U < degr. (2.8)

Alors d )
eg. r—
Rdeg, U < it

deg, r

Démonstration. Notons R(n) # 0 le résultant en x de r et pn+ g. Alors il existe
S,T e k(n, x] tels que R =S(pn+ q) +Tr, avec également deg, S < deg, r. De plus,
par la regle de Cramer appliquée a la matrice de Sylvester de r et pn+ g, on a
deg, R<deg, r etdeg,S <deg,r.

Maintenant, notons respectivement Un, x) et d(n) le numérateur et le déno-
minateur de U. On aimerait montrer que deg, d < deg, r et deg, U < deg, r. Les
égalités

1=U(pn+q)+Vr, 1=S/R(pn+q)+(T/R)r
impliquent par soustraction que r divise (U —S/R)(pn + g). Comme r est premier
avec pn+ g, ceci implique que r divise U~-S/R. Comme deg, r > deg,(U-S/R), on

en déduit que U = S/R. En particulier, d divise R. Il s’ensuit que deg,, d < deg, R <
deg, r et deg, U = deg,(dS/R) < deg, S < deg, r, et la preuve est terminée. O

Lemme 55. On reprend les notations du lemme 53, et on suppose que f divise le
dénominateur dety avec multiplicité k. Soit R € K[x] le polynome renvoyé par Rédu-
cElém(RA/D, f, k). Alors Rdeg, R —Rdeg,, P est majoré par

k(3] siv>1;
k(1] siv=1et ffro;
kdeg,(f)[1], siv=1et flw.
Démonstration. A chaque étape de la boucle, le polynome Q calculé par pged éten-

du a un degré rationnel dont une majoration est donnée par le lemme 53. Comme
Rdeg, C = [1] etil y a k étapes, le résultat s'ensuit. O

Lemme 56. On reprend les notations 36. Soient ) = §1/b, la forme réduite de ly. On
décompose le dénominateur §, de la fagon suivante :

ha=fgh,



58 CHAPITRE 2. INTEGRALES DE TERMES MIXTES

avec
f =pged(hy,o,0"), g =pged(ha/ f,r).

Notons également m la plus grande multiplicité des racines de b, et soient f =
h fz2 s fileth= hlhg -+ b les décompositions sans carré de f et h respectivement.
Alors le polynome R € K[x] renvoyé par Réduction(B b, v/w) vérifie :

max k+ k+de
Rdeg, R < Rdeg, P + | izt K+ Lz gxg] .

Yz k+deg, g

Démonstration. Soit g = glgf---g,’ﬁ la décomposition sans carré de g. Par le
lemme 55, on a

Rdeg,, r <Rdeg, P +

k(1 g1 + 1,21 +deg, g) ]
k(p, 21 +deg, gk)

1l suffit alors de réduire Pu+r; + rp +--- + r;;; au méme dénominateur et on obtient
la borne annoncée. O

Lemme 57. On reprend les notations 36 et 38. Soit P € K[x] un polynéme, f un
facteur sans carré du dénominateur dely, et k un entier strictement positif.
Lappel RéducElém(PA/D, f, k) effectue au plus

O(k(deg, P +9))
opérations dans K.

Démonstration. Les étapes cotliteuses sont les calculs de pged. Or, d’apres la pro-
position 131, ceux-ci peuvent étre calculés en O(deg, P + 8) opérations dans K. Le
résultat découle alors du fait qu’il y a k calculs de pgcd. O

Lemme 58. On reprend les notations 36 et 38. ) = /b, la forme réduite de by, et
ho=f1 fz2 -« i la décomposition sans carré de ly,. On note également

e= ) k.

fi#l
Alors l'appel Réduction(B b, v/10) effectue au plus
O(max(edeg, P, dy) + deg, b2 +€d)
opérations dans K.

Démonstration. Par la proposition 131, la décomposition sans carré de h, se cal-
cule en O(degxhg) opérations, et le produit Pu en O(max(degxP,deg‘;o h)) opéra-
tions. De plus, on a vu dans le lemme 57 que le k-ieme appel a Réd ucElém effectue
O(k(deg, P+deg, fi+)) opérations dans K. Il suffit alors de sommer ces complexi-
tés pour obtenir le résultat annoncé. O
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2.5.3 TCMixte

Lemme 59. On reprend les notations 36, 38, ainsi que celles de l'algorithme TC-
Mixte. On note également dy, = deg3’ b.
Pour toutiei{l,2,...,0},ona:

1
Rdeg,R; < deg, - [6 +a+iP+y),

max(deg, 2 -6+1,0)- 1 si5=deg A,

a= [max(y;e;;emﬂ,o)] v
0

sinon.

maxe,; #1 k+ th¢1 k+ degxf
th#l k+ degxf

sidy=0erd=deg A,

(dh+1 [
\‘5 de%x J .
Y= sidyz0et6=deg,b-1,

0 sinon.

Démonstration. Par le lemme 51, le polyndme R produit par le confinement initial
vérifie
Rdeg,, Ro <Rdeg,, & +a.

Ensuite, 1'algorithme Réduction est toujours utilisé avec un polyndme de degré
strictement inférieur a 6 comme argument. Par le lemme 56, on en déduit que
chaque réduction produit un polynéme qui a un degré rationnel en n augmenté
de p et un degré en x au plus 6 si dy <0 et 6+ dj, si dy = 0. Dans ce dernier cas, le
lemme 51 montre que le confinement augmente le degré rationnel en n de y. Au
total, on obtient le majorant annoncé. O

Théoréme 60. On reprend les notations 36 et 38. Notons également dy = deg’ b et

=deg,?- |- |+a+8P+Y), p=max(k,]l).

1
Alors le nombre total d’opérations dans k effectuées par Uappel TCMixte(22,0,v/10)

est
O(u(eddeg, P +5deg, hy +€5° +8)),

sidy <0, ou
O(p(eddeg, P+ 8deg, by +€8% + 8 + 5%dy))

Si db =0.

Démonstration. Les lemmes 51, 55, 56 et 59 montrent que tous les éléments de
k(n) intervenant dans I'algorithme TCMixte ont un numérateur et un dénomina-
teur de degré en n borné par p. De 13, la complexité de la construction du systeme
linéaire a résoudre découle des lemmes 52 et 58. Enfin, par la proposition 136, la
résolution du systéme linéaire nécessite O(8” u) opérations dans k. O
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2.6 Implémentation

Une implémentation des algorithmes décrits dans ce chapitre est disponible
en ligne?. Elle utilise le logiciel de calcul formel Maple, et est accompagnée d'une
feuille de calcul montrant quelques exemples de calculs de télescopeurs. Parmi
ceux-ci, I'exemple suivant illustre bien I'efficacité de la méthode.

Exemple 61. On considére le terme mixte

3

n _ B
(1 + ﬁ) (%) VX2 —5exa-3w-42
11 rassemble plusieurs difficultés pour I'algorithme du point de vue de la com-
plexité. En effet, les divers polynémes intervenant dans ce terme ont des pgcd non-
triviaux. Pour cet exemple, 'algorithme TCMixte calcule un télescopeur d’ordre 9
et de degré 90 en 1,4 seconde. En comparaison, le seul autre code permettant d’ef-
fectuer ce calcul est le package HolonomicFunctions?, qui calcul le télescopeur
minimal pour une classe de fonctions bien plus générale et prend 3 minutes sur
cet exemple. Ceci montre en particulier qu’il est avantageux de mettre au point
des algorithmes spécifiques pour des classes de fonctions restreintes afin d'utiliser
au maximum la structure a notre disposition pour accélérer les calculs.

Par ailleurs, on a déja vu des temps d’exécution sur des exemples ou le terme
mixte n’a pas de partie exponentielle dans la table 2.1. Voici des temps d’exécution
pour un exemple avec une partie exponentielle.

k ordre degré coeffs temps

5 9 26 709 0.63
6 11 40 1165 1.26
7 13 57 1801 2.74
8 15 7 2555 7.17
9 17 100 3378 20.20

10 19 126 4246 47.876
11 21 155 4928 113.96
12 23 187 6358 295.34

TABLE 2.2 — Ordre, degré, taille bit et temps pour 'exemple 62

Exemple 62. On présente dans la table 2.2 des résultats expérimentaux pour une
famille de termes mixtes de la forme

1 1
Dp(x) = —,
K= o P U qk(x))

3. http://mixedct.gforge.inria.fr
4. KOUTSCHAN, “Holonomic Functions in Mathematica”.
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ol py et g sont des polyndmes denses de degré k a coefficients entiers bornés
par 100 en valeur absolue. A nouveau, la premiére colonne donne l'indice k. La
deuxiéme donne l'ordre du télescopeur d’ordre minimal, dont on constate qu’il
vaut 2k — 1, la valeur prédite par le théoreme 45. La troisieme colonne donne le
degré du télescopeur qui coincide avec (3k—2)(k—1)/2. Le théoréme 45 est donc un
peu pessimiste dans ce cas mais prédit bien un ordre de grandeur quadratique. La
quatrieme colonne donne la taille en bits du plus grand coefficient du télescopeur,
qui croit de facon a peu pres cubique. Enfin, la derniere colonne donne le temps
de calcul en secondes. La croissance semble étre plus rapide que ce que prédit la
théorie, et potentiellement non-polynomiale. Ceci suggere que I'implémentation
est encore imparfaite. Les causes peuvent en étre diverses et n’ont pour le moment
pas encore été étudiées.
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Chapitre 3

Intégrales de fractions
rationnelles bivariées

Nous avons vu que si F € k(x, y) est une fraction rationnelle, alors [y‘l]F(x, y)
est une série algébrique (corollaire 9). Le but de ce chapitre est de rendre ce résul-
tat effectif, c’est-a-dire de donner un algorithme qui calcule un polynéme annula-
teur pour cette série. La stratégie que nous allons adopter s’appuie sur la formule
donnée par la proposition 8 :

N
[y 'IF(x,3) = Y Res(Ey:) 3.1)
i=1

ol y1,¥2,...,Ys sont les petits poles (voir la définition 6) de la fraction F. On di-
vise alors le travail en deux étapes : on commence par calculer un polynéme qui
annule chacun des résidus Res(E y;) dans la section 3.1, puis on en déduit un poly-
néme qui annule la somme des résidus dans la section 3.2. Ces algorithmes inter-
médiaires sont essentiellement appliqués a des fractions rationnelles univariées,

on travaillera donc dans un corps K qui sera spécialisé plus tard a K = k(x).

3.1 Polynoéme annulant les résidus d’une fraction ra-
tionnelle

Dans cette section on souhaite, étant donnée une fraction rationnelle, calcu-
ler un polynéme qui annule une partie de ses résidus. Dans le cas des résidus aux
poles simples, c’est un résultat classique en intégration symbolique que I'on peut
calculer un tel polynome a l'aide d'un résultant introduit par Rothstein! et Tra-
ger?. Bronstein® a ensuite donné des formules similaires pour le cas de pbles mul-
tiples. Malheureusement, les résultants de Bronstein ne sont pas adaptés au calcul

1. ROTHSTEIN, “Aspects of symbolic integration and simplification of exponential and primitive
functions”.

2. TRAGER, “Algebraic Factoring and Rational Function Integration”.

3. BRONSTEIN, “Formulas for series computations”.
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car la complexité de leur évaluation croit exponentiellement avec la multiplicité
des poles. Voici une méthode pour obtenir le résultat avec une complexité polyno-
miale.

On se donne deux polynémes p, g € K[y] premiers entre eux, et on note f =
p/q. Fixons un diviseur g de g tel que § et g/ g soient premiers entre eux. En pra-
tique, cela signifie que I'on sépare les racines de g en deux groupes : les racines de
g dont on veut un polynéme annulateur pour les résidus, et les racines de g/§ qui
ne nous intéressent pas. On cherche donc a calculer un polyndéme p € K[z] dont les
racines incluent tous les résidus de f aux racines de §. Notons g = q1q§ ceqila
décomposition sans carré de g. Définissons également pour tout i € {1,2,...,m}

Vi(y,t):M, Fi(y,t)zw.
t Vi

Notre nouvel algorithme (Polyn6meRésidus, page 65) est fondé sur la proposi-
tion suivante, qui permet de ramener le calcul de résidu d'une fraction singuliére
a un calcul de coefficient dans le développement d’une fraction réguliére :

Proposition 63. Soitie€{1,2,...,m} et a une racine de q; dans K. Alors
1. Fi(a,t) est réguliereen t =0;
2. Res(f, o) = [ 1 F;i (3, D) y=a-

Démonstration. (1) Comme les g; sont premiers entre eux deux a deu, il est im-
médiat que la fraction f(a+ 1) ql’: (o + 1) est réguliere en 0. Il suffit donc de vérifier
que V;(a,0) # 0. Mais le développement de Taylor V;(q, £) = q;. (o) +O(f) montre que
Vi(a,0) = q;. (o) # 0 puisque g; est un polyndme sans carré.

(2) 1 suffit de remarquer que F;(a, f) = f(a+1)- 1, d’ot1 'on déduit :

Res(f,a) = [t f(a+ 1) = [t 1F; (o, ).

Corollaire 64. Soitie€{1,2,...,m} et a;, b; e K[y] des polynémes tels que
ai

[t YF; (1) = b

Alors tous les résidus de f aux racines de q; sont annulés par le polynome
p;i(z) = Résultanty (a; — zb;, q;).

Démonstration. Soit « une racine de ¢; dans K. On a vu dans la proposition précé-
dente que Res(f,a) = a;(a)/b;(a). Or ces nombres sont exactement les racines de
p;. En effet, cela se voit sur la formule explicite pour le résultant rappelée dans la
proposition 128 :
pi@=c [] (ai(@-zbi),
qi()=0

ol ¢ une constante par rapport a z (et y) qu'il est inutile d’expliciter. O
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Algorithme PolynémeRésidus(p/ g, §)

Entrée trois polynomes p, q, § € K[y] tels que ¢|q et pged(g4,q/4) =1

Sortie un polynéme en z qui annule les résidus de p/q en toutes les racines
de g

Calculer la décomposition sans carré g = q; qg gt
pour i — 1 a m faire
sideg, q; =0 alors p; — 1
sinon
ui(y) —q1qty);
Vi, ) = (qi(y+ ) —qi(M)/ t;

Développer —PYD o 4 sitee4s; 1t 40O
PPeE L oV ~ 0T i-1 )

Ecrire si-1(y) = a;(y)/b;(y) avec a; et b; premiers entre eux;
pi(z) < Résultanty (a; — zb;, q;) ;

renvoyer p1p2---Pm

Algorithme 6: Polynéme annulant une partie des résidus d’'une fraction rationnelle

Pour i = 1, on calcule un polynéme p;(z) dont les racines sont les résidus aux
poles simples de f. La formule de la proposition 63 donne alors pour tout pole
simple a de f :

p(o) _ p
a1 (@ q2()? -+ gm@)™  g'(0)’

Res(f,a) =F;(a,0) =

On retrouve donc la formule classique pour les résidus aux péles simples, et le
résultant correspondant n'est autre que le résultant de Rothstein et Trager.
Le correction de I'algorithme PolyndmeRésidus découle du corollaire 64.

Exemple 65. Soit d un entier positif, et soit G4 € Q[x](y) la fraction rationnelle
définie par

o

(y_yZ _x)d+l ’

Ses péles sont d’ordre d + 1. Sur cet exemple, I'algorithme peut-étre effectué a la
main pour d quelconque. En reprenant les notations de I'algorithme, on a la dé-
composition sans carré avec m=d+1 et Q,, = y— y*> — x, les autres Q; valant 1. De
13, on calcule V,; =1 -2y — ¢, et il faut donc développer

Galx,y) =

y+0? (y+0°
(1-2y-pd+l

)d+l'

Q1 —Zy)d“( _ ﬁ

En utilisant le développement des séries binomiales, on trouve que le coefficient
de % vaut g—z, avec

d (d\(d+k
Am:Z(k)( N )yk(1—2y)d—k, B = (1-2y)*".
k=0
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Les résidus sont donc annulés par R,, = Résultant, (A;; — 2B, Qpn). Pour calculer
ce résultant, remarquons que

2 a2k 2k
Ap= ) (Zk)(k)(y—y) :

k=0

Pour se convaincre de cela, on peut vérifier que les deux membres de cette égalité
satisfont la récurrence

Cy—-1*d+Dug—Qd+3) g +(d+2uge2 =0, ug=u =1.

En particulier, on en déduit que

|2l (a)(2k
Apmod Q=) ( )( )xk.
" "2k k

Par ailleurs, on a
B, mod Q,, = (1—4x)% (1 -2y).

On obtient donc la formule explicite

a2 () (2k) .\
R = (1 —4x)24+1 22 _ k|
m=01-4x)""2z (,;)(Zk)(k)x

3.1.1 Bornes

Par la suite, on voudra appliquer I'algorithme 6 a un polynéme bivarié, auquel
cas le résultat obtenu est également un polynéme bivarié. Afin d’analyser son bi-
degré, on décortique les deux étapes principales de I'algorithme : I'extraction de
coefficient dans le développement en série d'une fraction rationnelle, et le calcul
final de résultant. Pour cette derniére, on dispose de bornes classiques pour le de-
gré d'un résultant rappelées dans 'annexe A. Pour ce qui est de I'extraction de co-
efficient, il se trouve que le développement en série d'une fraction rationnelle est
tres structuré : on va montrer que les degrés des coefficients croissent au plus li-
néairement.

Notation 66. Soit g € [K[x] un polynome, et a € R. On note &y (q) le sous-ensemble
de K(x)[[¢]] des séries de la forme

t n
cotc—+-ten—+...,
q n

ol ¢, € K[x] et deg,c, < na pour tout n (rappelons que si a < 0 on utilise la
convention deg, 0 = —o0).

Cette notation se généralise lorsque x est un k-uplet de variables en remplagant a
par un k-uplet de réels.

On va voir que le développement en série d'une fraction rationnelle appartient
toujours a &4 (q) pour certains a et g. C'est une conséquence des propriété de clo-
ture de &x(g), qui font I'objet de la proposition suivante.
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Proposition 67. Soient q,r e K[x], o,peR et f e K[[£]].
1. Lensemble £4(q) est un sous-anneau de K (x)[[t]];
2. SoitS € Ey(q) telle que S(0) = 0. Alors f(S) € E4(q);

3. Les produits vérifient
Ealq)-Ep(r) © gmax(o(+degx r,p+deg, ) (47)-
Démonstration. Pour (3), si f =Y, a,t"/q" et g=3 ,b,t"/r" appartiennent res-

pectivement a &q(g) et &g(r), alors le n-ieme coefficient de leur produit est une
somme de termes de la forme

a;i(X)q" by i (071!
(gr)" '

Le degré de leur numérateur est donc majoré par
i(a+deg, r)+(n—1)(p+deg, q),

et le résultat s’ensuit.
Le (1) se prouve de la méme facon, puisque le n-ieme coefficient du produit de
f=X,ant"lq" par g=Y,b,t"/q" est une somme de termes de la forme

aibn-i
qn
Pour le (2), la condition S(0) = 0 rend la série f(S) bien définie. Le résultat est alors
une conséquence directe du (1). O

Corollaire 68. Soir Q € K|x, t] tel que Q(0,0) # 0. Soit Q* une partie sans carré de
Q. Alors
1 1

Q0 - Q,0)

é'amin(degx (Q*),degt(Q*)-1) (Q* (x,0)).

Démonstration. Pour tout i, le coefficient de ¢! dans Q a un degré au plus
min(deg, Q,degtQ —i).

Ainsi,
' Q(x,0)

En écrivant Q(x, ) = Q(x,0)(1+r) et en utilisant le (2) de la proposition 67 avec f =
1/(1+y) fournit le résultat lorsque Q est sans carré. Avec f = 1/(1+y)!, on obtient le
résultat pour une puissance pure grace au (1) de la proposition. Le cas général dé-
coule alors du (3) par récurrence sur le nombre de facteurs dans la décomposition
sans carré de Q, et en utilisant I'additivité du degré et du degré total. O

€ Emin(deg, (Q),degt(@-1) (Q(x,0)).

On a maintenant les outils nécessaires pour analyser I'algorithme 3.
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Théoreme 69. Soit P(x,)/Q(x, y) € K(x, Y a,.d, - Soit Q un diviseur de Q, Q* la par-
tie sans carré de Q par rapport a y, et on note m le nombre de facteurs dans la
décomposition sans carré de Q. Soit (d, dy) une borne sur le bidegré de Q*. Alors

le polynome calculé par U'appel PolyndmeRésidus(P/Q, Q) (algorithme 6) a un degré
en z majoré par deg,, Q* et un degré en x majoré par

2dy (dy+1)+2(dy —V)dy —-2dy d}.
On remarquera que la borne sur le degré en x peut se réécrire sous la forme
2dydy —2(dy — d3)(dy —dy +1).
En particulier, ce degré est borné indépendamment des multiplicités par 2dyd,,.

Démonstration. On note, comme précédemment,

B Px,y+1)
S Uiy + )Vilx, y, 1)1

i

ol
Q(X;Y).’ Vi(x’y’t)zQi(xry_{_t)_Ql'(x)y).
Qi(x, y)? t

En utilisant les bidegrés par rapport a (x, y), on constate que

U;(x,y) =

bidegU’ =bidegQ* —bidegQ;, bidegV; <bidegQ; — (0,1).

Le degré total en (y,t) se comporte de la méme fagon : celui de U;‘(x, y+1) est
degy Q—degy Q;, tandis que celui de V;(x, y, t) est degy Q;—1. Le corollaire 68 donne
alors

1 1
€ Ebides0* —bides0:— 0.1 U X (X, 1)), (3.2)
U,-(x,y+ P U,-(x, J/) bidegQ*—bidegQ;—(0,1) \ Y ; y

1 1
¢ - Bhidegr—02) (Vi (%, 7,0)). 3.3
Vitn 7 07 < Vim0t e 02) Vil y,0) (39

De 13, la partie (3) de la proposition 67 montre que le produit de ces séries appar-

tient a
1

U;(x, y)Vi(x,y,0)

EbidegQ*-(0,2) (U7 (x, )V (x, ,0)).

Ainsi, le coefficient S;_; de t*~! dans le développement en série de F; peut s’écrire
A;/B;, avec
B; =U;(x, ))Vi(x, 5,0 U (x, ) 'V;(x, 5,07,

Et, finalement,

bidegA; < bidegP + (i — 1) bidegQ* —2(i — 1)(0,1),

3.4
bidegB; < bidegQ + (i — 1) bideg Q* — (2i — 1)(0, 1), G4
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d’ott
bideg(A; — zB;) < max(bidegP, bidegQ —(0,1)) + (i — 1)(bidegQ* -(0,2)).
On peut alors borner le bidegré de R; par la proposition 130 :
deg, R; < deg, Q; (max(deg, P deg, Q) + (i — 1) deg, Q")
+deg, Q; (max(degyP, deg, Q1) + (i — 1)(deg, Q* - 2)) .

Maintenant, on somme sur les indices i correspondant aux facteurs de Q, ce qui
donne pour le degré en x du résultat de I'algorithme la borne

deg, Q* max(deg, P deg, Q) + (deg, Q- deg, Q*)deg, Q*
+deg, Q* max(deg, Pdeg, Q- 1) + (deg, Q — deg, Q™) (deg, Q™ - 2).

Etant donné que cette borne est une fonction croissante de chacun des degrés,
elle reste vraie si on les remplace eux-mémes par des majorants respectifs. On en
déduit la borne

dydy+(dy—dy)d; +dydy+(dy—dy)(d) -2),

qui se récrit comme celle annoncée dans le théoréme. O

3.1.2 Complexité

Théoreme 70. Soit P(x,y)/Q(x,y) € k(x, y)dx,dy. Soit Q un diviseur de Q, Q* une
partie sans carré de Q par rapport a y, et on note m le nombre de facteurs dans la
décomposition sans carré de Q. Soit (d, d; ) une borne sur le bidegré de Q*. Alors
Iappel PolynémeRésidus(P/Q, Q) effectue au plus

2 gk gk 2 *2
O(m*d; dy (m*+ dy )
opérations dans k.
Démonstration. D’apreés la proposition 135, la décomposition sans carré de Q peut

étre calculée en O(d)zcdy) opérations dans k. On s’intéresse maintenant aux calculs
effectués lors de la i-éme itération de la boucle. Pour ce faire, on note (d)(c"),dj(,”) le
bidegré de Q;. Le calcul de U; nécessite une division exacte de polyndmes de bide-
gré au plus (dy,d,); cette division peut se faire par évaluation et interpolation en
O(dyxdy) opérations (voir proposition 133). De méme, le polyndme trivarié V; peut
étre calculé par évaluation et interpolation par rapport a (x,y) en O(d)(c’.)(d;i))z)
opérations. Ensuite, I'équation (3.4) montre que A;(x, y) et B;(x,y) ont tous deux
un bidegré au plus (Dgf),D(yi)), ou DY) = d, +id} et Dg,i) =dy +idy. Ils peuvent étre
calculés par évaluation et interpolation en O(iDEf)DS,i)) opérations. Enfin, le résul-
tant R; (x, z) a un bidegré au plus~(d§i)D§f) + dJ(,i)Dgf), dJ(,i)), par la proposition 130. Le
colit total de la boucle est donc O(L), ou

m . . . . . o
L= (@ +@MIDPDP +dfdd D)2,
i=1
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En utilisant les bornes (brutales) Dgf) < DE{”), D(yi) < D(y”’), xn 1(dﬁ”)2 < d; 2 et

" dfc")d;,i) <dydy, on en déduit que L est majoré par

m . m . o
Dgcm)Dg/m) Z(i + (dJ(,l))Z) + (Dglm))z Z d}(Cl)d)(/l) < Dgcm)Dg,’")(mz + d;Z) + (Dg,m))zd;d;.
i=1 i=1

Il ne reste qu’a utiliser les inégalités D;m) <2mdj et Dg,m) < Zmd; pour voir que
— 2 gk gk 2 *2
L=0(m*d;d, (m" +d};"),
et la preuve est terminée. O

Remarque 71. En reldchant la borne du théoreme précédent, on voit que la com-
plexité peut également étre majorée indépendamment des multiplicités par

O(dy dydy).

3.2 Polyn6me annulateur pour une somme composée
pure

On passe maintenant au deuxieme sous-probléme : a partir d'un polyndme an-
nulant chacun des résidus, calculer un polynéme qui annule la somme d’un cer-
tain nombre de résidus. Je commence cette section avec un rappel sur les sommes
de Newton attachée a un polynéme. C’est un objet trés classique qui va intervenir
de facon fondamentale pour attaquer ce probleme.

3.2.1 Sommes de Newton d’'un polynéme
Définition 72. Soit p € K[y] un polynéme de degré d, que I'on factorise sur K :

P=d]f[l(y—0‘i)’

1
avec a,0y,...,0 € K. La quantité
n n n
oy 0y +--+a,; €K

est appelée la n-iéme somme de Newton de p. On utilisera la notation A (p) pour
désigner la série génératrice ordinaire des sommes de Newton de p. Plus précisé-
ment,
N ()= (af +af +--+alf)y" eK[[x]].
n=0
Rappelons quelques propriétés élémentaires bien connues des sommes de New-
ton. On utilise la notation rec(p) pour désigner le polyndme réciproque de p.

Proposition 73. Soit p € K[y] un polynéme unitaire de degré d. Alors
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1.
VAeK ¥/ (Ap)=AN(p);
2.
_rec(p’)
~ rec(p)
3.

rec(p) = exp (f Wdy).

Démonstration. (1) Evident car Ap et p ont les mémes racines.

(2) Ecrivons p =TI, (y—«;). Alorson a

p’_i 1
poSy-o
et donc
/(L
rec(p'):l.p(y):i 1 _ d oy = io‘i y'i=N(p)
rec(p) y p(%) Sl-oy Saso ! n=0\i=1

(3) D’apres le calcul précédent, on a

d-N(p) 1 a1 —a

y y

En intégrant puis en prenant I'exponentielle, il vient

d—N d
exp (f T(p)dy) = H (1-a;y) =rec(p).
i=1

O

Cette proposition montre qu'un polynéme p unitaire de degré d est entiere-
ment déterminé par la série tronquée .# (p) mod y**!. De plus, le passage d’'une
structure de données a I’autre est algorithmiquement efficace par la proposition 131
de I'annexe B.

3.2.2 Somme composée pure d’'un polynome

Jusqu’a la fin de cette section, on se donne p € K[y] un polynéme de degré d,
et on fixe un entier positif ¢ < d. On note également a4, az,...,a4 les racines de p
dans K.

Définition 74. On appelle somme composée pure d’ordre ¢ le polyné6me noté . p
et défini par
ep= [ (g +ag ++ag)).

i1<ip<-<ic
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Proposition 75.
1. ZcpeKlyl;
2. deg,Z.p= (‘Ci)

Démonstration. (I)Le polynéme X.p vu comme élément de K[y][oy,az,...,a4] est
symétrique en les racines de p. Donc, par la proposition 126, ses coefficients ap-
partiennent au corps engendré par les coefficients de p, qui n'est autre que K.

(2) Evident. O

La définition de X.p a partir de p est certes trés simple en théorie. Cependant,
en pratique, il n'est pas du tout évident au premier abord de calculer X.p pour un
p donné par la liste de ses coefficients. Comme souvent pour ce genre d’ opéra-
tion, il se trouve que la série génératrice des sommes de Newton est une meilleure
structure de données pour effectuer le calcul. On trouve cette idée pour une opé-
ration similaire, qu’on pourrait appeler par analogie le « produit composé pur »,
chez Banderier et Flajolet*. Lalgorithme que je vais présenter pour le calcul de la
somme composée pure est une variante de leur algorithme Platypus. Par ailleurs,
on trouve I'idée chez Bostan, Flajolet et al.® que les séries génératrices ordinaires
sont utiles pour manipuler les opérations de type « produit composé », alors que
les « sommes composées » se manipulent mieux par I'intermédiaire de la série
génératrice exponentielle

n da
HN(p)oexp(y) =) (af +af + ---+0(Z)y—' =) exp(a; ).
n>0 iz
Bien str, il est aisé de jongler entre séries génératrices ordinaires et exponentielles
puisque l'on passe de 'une a I'autre en multipliant ou en divisant par des facto-
rielles.

Proposition 76. Soit p € k[y] un polynéme de degré d. On note S = A& (p) ® exp(y).
Soit VY. eklty,..., t] le polynéme défini par
, 2"
Welty, a0 te) = [2exp | D (1), —.
nz1 n

Alors
N (Zep)oexp(y) =Y:(5(1),52y),...,S(cy).

Démonstration. On part de la série génératrice exponentielle des sommes de New-
ton de Z.p.

N(Ecp)oexp(y)= Y. exp((a +o, +-+;,)y)

i1<-<ic

d
=[z°]]] (1 + zexp(a; ).
i=1

4. BANDERIER et FLAJOLET, “Basic Analytic Combinatorics of Directed Lattice Paths”.
5. BOSTAN, FLAJOLET et al., “Fast Computation of Special Resultants”.
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Algorithme SommeCompPure(p, c)

Entrée Un polyndme p € K[y] de degré d, un entier positif c < d
Sortie Le polyndme Z.p

d
D (%);
N (p) — rec(p)/ rec(p) mod y
S — A (p) @ exp(y) mod yP*1;
F— exp (anl(_l)n 1S(Lny1 n) mod (yD+1’ZC+1);
N (Zep) < ([Z°]F) © ¥ nly™ mod yP+t;
renvoyer rec (exp ( S w dy) mod y

D+1

D+1)

Algorithme 7: Polyndme annulant une somme composée pure

Cette expression se récrit
d d ) Zm
[z°]exp Zlog(1+zexp((xiy)) ‘lexp Z Z (-n™- exp((x,-my)ﬁ
i=1 i=1m=1

=[z° exp(Z( nm- lS(my)—)

m=1

et le membre de droite n’est autre que ¥.(S(y),S(2y),...,S(cy)).

Correction de I'algorithme 7
C’est direct avec les propositions 73, 75 et 76. O

3.2.3 Somme composée pure d’'un polynéme bivarié

A nouveau, on va appliquer I'algorithme 7 4 un polynéme bivarié et on souhaite
étre capable de prédire le bidegré du résultat.

Théoreme 77. Soit P € k[x, yla,,a,, et soit ¢ < d, un entier positif. Soit également
a € K[x] le coefficient dominant de P par rapport a y. On note

dy_l), Dy:: (dy).
c—1 c

Alors aP+ -2 P est un polynome dek[x, y| qui annule toutes les sommes o, +-+-+;,
de c racines de P, avec i < --- < i, et vérifie

D, :=

degx(an -Z.P)<d, Dy, degy(an -2:P)=Dy.
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Démonstration. On choisit des notations pour les coefficients et les racines de P :

dy-1 dy

P=a@yv+ Y a0y =a [[y-a;(x).
i=0 i=1

Soient o1(x),02 (x),...,ody (x) les fonctions symétriques élémentaires associées a
A1, 02, ..., O, . Alors les fonctions symétriques associées a;, +o;, +---+a;, de Z.P ont

un degré (dcy_l

ficients de X.P sont des polynémes de degré total au plus (dcy__ll) en 01,02,...,04,.

On obtient alors la borne annoncée sur degx(an -2.P) en utilisant les relations
(voir proposition 124)

1) en chacun des «;. Par la proposition 126, on en déduit que les coef-

. aqd., —i
(-Dio; = ——.
a

La borne sur le degré en y a déja été vue dans la proposition 75. O

3.2.4 Complexité

Théoreme 78. On reprend les notations du théoreme 77. Alors l'appel SommeComp-
Pure(P, ¢) calcule la somme composée pure d’ordre de c deP en

O(cdyDyDy)
opérations dans k.

Démonstration. Le calcul est effectué par évaluation et interpolation pour 1+d,D,
valeurs de x. D’aprés la proposition 131, pour chacune de ces valeurs, le calcul des
séries tronquées A (P) et S a 'ordre 1+ D, nécessite O(Dy) opérations dans k; il
en va de méme pour les calculs de A (Z.P) et pour la derniere étape. L'étape la
plus cotiteuse est le calcul de F, en O(ch) opérations dans k. Comme il doit étre
effectué O(dyxDy) fois, le cofit total du calcul est O(cd,D.D) opérations dans k. O

3.3 Polyndme annulateur pour une intégrale de frac-
tion rationnelle bivariée

3.3.1 Algorithme

Dans cette section, on se donne une fraction rationnelle F € k[x, y] de degrés
respectifs dy et d, en x et y, et on souhaite calculer un polyndme annulateur de
[y‘l]F(x, ¥). On repart de la formule (3.1) :

Res(E yy),
1

[y 'IE(x, y) = '

C
i=

ol y1,¥2,-..-,Yc les petits poles de F. Lalgorithme PolynémeRésidus p. 65 permet
de calculer un polynéme qui annule tous les Res(E y;). Pour ensuite calculer un
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Algorithme PolIntFRat(A/B)

Entrée Deux polyndémes A,B e k[x, y]
Sortie Un polyndéme @ € kx, y] tel que ®(x, [y‘l]A/B) =0

R — PolyndmeRésidus(A/B, B) ;

¢ — nombre de petites branches B;

®(x, y) — numer(SommeCompPure(R, ¢)) ;
renvoyer O (x, y)

Algorithme 8: Polyn6me annulant une intégrale de fraction rationnelle bivariée

polyndme annulateur pour la somme en utilisant 1'algorithme SommeCompPure,
il suffit de connaitre le nombre ¢ de petits poles de F.

Cette information peut étre lue directement sur le polygone de Newton du dé-
nominateur de F, dont la définition est rappelée dans I’annexe A.3 (définition 121).
11 est classique que les valuations des racines d’'un polynéme sont les opposés des
pentes apparaissant dans le polygone de Newton. Ainsi, le nombre de petits poles
de F est simplement la largeur de la partie de pente strictement négative du poly-
gone de Newton de son dénominateur.

On en déduit donc I'algorithme PollntFRat qui calcule un polynéme annula-
teur pour [y’l]F(x, ¥).

3.3.2 Bornes

Lalgorithme PollntFRat consiste essentiellement en deux appels a Polynome-
Résidus et SommeCompPure mis bout-a-bout. Ce nouvel algorithme peut donc étre
analysé a partir des résultats déja obtenus dans les sections précédentes.

Théoreme 79. Soient A,B € k[x, y] ded, deux polynémes premiers entre eux. Soit
également d; une borne sur le degré de la partie sans carré de B et ¢ son nombre
de petites branches. Notons

Dy = 2dy (dy+1) +2(d) - Ddy - 2d; d;.

Alors le polynéme @ calculé par I'appel PolIntFRat(A/B) vérifie

d;‘
c

Démonstration. D’apres le théoreme 69, deg, R = d; et deg, R < D,. On applique

*

ay;—1
deg, @ <Dy yC ), deg, @ =

ensuite le théoréme 77, qui donne deg, ® = (dcy* ) et

*
d; -1 .
c

deg, ® <Dy
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3.3.3 Complexité

Théoreme 80. On reprend les notations du théoreme 79. Alors l'appel PolIntFRat(A/B)

calcule le polynéme ® en

*\2

O|cDy

+ dxdg)

opérations dans k.

Démonstration. D’apres la remarque 71, le calcul de R cotte f)(dxdf,) opérations.
Le nombre de petites branches quant a lui est obtenu gratuitement a partir de
la décomposition sans carré de B calculée par I'algorithme 6. Enfin, par le théo-
réeme 78, la somme composée pure est calculée en O(cDxDﬁ,) opérations. O



Chapitre 4

Diagonales de fractions
rationnelles bivariées

Les algorithmes du chapitre précédent s’appliquent presque directement pour
calculer un polynéme annulant une diagonale de fraction rationnelle bivariée. Le
point clé est le fait qu’elles ont une représentation sous forme d’intégrale de frac-
tion rationnelle. Nous avons déja évoqué cela sommairement dans l'introduction
et dans le premier chapitre. Dans la premiére section de ce chapitre, nous allons re-
venir sur la définition et les propriétés de base des diagonales. La deuxieme section
présente une solution algorithmique au calcul d'un polynéme annulateur. La mé-
thode est trés similaire a 1’algorithme PollntFRat a cela prés que I'on peut apporter
une optimisation supplémentaire en utilisant la forme particuliere que prennent
les représentations intégrales des diagonales. Enfin, on étudiera en fin de chapitre
le polyndme minimal de la diagonale d'une fraction rationnelle F dans le cas géné-
rique et montrerons en particulier que son degré est génériquement exponentiel
en le bidegré de F.

4.1 Généralités

Définition 81. Soit F € k(x, y) une fraction rationnelle réguliere en (0,0). On peut
alors développer F dans k[[x, y]] :

F(x,y) = Z ai,jxiyj,
i,j=0

avec a;,j € k pour tous i et j. On définit alors la diagonale de F, notée AF, comme
étant la série univariée
AE() =Y a;it' k(1]
i>0
Commencons par une premiere remarque trés simple mais fondamentale dans
les calculs de diagonales.

77
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Lemme 82. SoitF € k(x, y) une fraction rationnelle réguliere en (0,0). Alors
AF(1) = [y!] lp(f y)
y \y )
Démonstration. Ecrivons le développement de F en série entiére :

Fx,y)= Y. ai;x'y/,
i 750

avec a;,j € k pour tous i et j. Alors le changement de variable x — ¢/y donne
1 (¢t oo
y \y i,j=0

Ceci est une égalité entre éléments de k((y))((#)), on peut donc en extraire le coef-
ficient de [y‘I] au sens de la définition 7 :

1 (¢t ;
[y‘I]—F(—,y) =) a;;t' =AF(1).
y y ZZZO 1,1

O

Remarque 83. Cette formule peut aussi étre lue dans l'autre sens. En effet, suppo-
sons que l'on a écrit une série f € k[[t]]

f@ =1y R y),
pour une certaine fraction rationnelle F e k(¢, y). Alors, le lemme 82 montre que
f@) =A{yF(xy, )},
pour peu que la fraction rationnelle yF(xy, y) soit réguliére en (0,0).

Proposition 84. SoitF € k(x, y) une fraction rationnelle. Notons y,, y»,..., Y. les pe-
tits péles de la fraction

(5]

—_— —_— , y

y \y

eny.
Alors

AF(t) = XC:Res(lF(£ y) y-)
= y yy »J1 |-

Ce résultat est une généralisation a un corps de caractéristique 0 quelconque
d’un résultat de Furstenberg .

1. FURSTENBERG, “Algebraic Functions over Finite Fields”.



4.1. GENERALITES 79

Démonstration. On part de 'expression de AF comme résidu (lemme 82) :
AF(t) = [y_l]lF (5 y)
y )

On calcule alors le membre droit a I'aide de la formule des résidus (proposition 8
p- 27), ce qui donne le résultat escompté.
O

Corollaire 85. Soit F € k(x,y) une fraction rationnelle bivariée. Alors la diagonale
deF est une série univariée algébrique.

Démonstration. C’est un cas particulier du corollaire 9 p. 28. O

Il est naturel de se demander si la réciproque est vraie : une série algébrique
étant donnée, peut-on toujours trouver une fraction rationnelle bivariée dont elle
est la diagonale ? La proposition suivante, due 4 Furstenberg?, montre que c’est en
effet le cas si 'on considére une série algébrique qui satisfait une bonne condition
de séparation par rapport a ses conjuguées.

Proposition 86. Soit P € k[f][y] un polynéme tel que
P(0,0)=0, et 0,P(0,0)#0.

Soit f l'unique racine de P dans k[[t]] telle que f(0) = 0. Alors la fraction rationnelle
F(x,y) = yzayP(xy,y)/P(xy, ¥)

est réguliere en (0,0) et

f=AE
Démonstration. Sil'on note d =deg,P et fi = f, f2,..., fa les d racines de P dans
k(x), on a
0yP(x,y) i
e =
On déduit que
ayP(x y &

Yy _Zy fz_ Zy fi

Mais par la proposition 122 de I'annexe A.3, I'hypothése de séparation des ra-
cines de P implique que f est I'unique petit pole de yd,P/P, et le résidu de cette
fraction en f vaut f. La proposition 8 donne alors

[ _1]{y6yP(x,y)}:
P(x,y)

Le résultat attendu découle ensuite de la remarque 83. Il faut simplement s’assurer
que la fraction F est réguliere en (0,0). Mais ceci découle des hypotheéses faites sur
P. En effet, comme P(0,0) = 0, P(xy,y)/y est un polynéme dont on vérifie facile-
ment que la valeur en (0,0) n'est autre que 0, P(0,0). O

2. Ibid., Prop. 2.
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Bien évidemment, ce lemme ne s’applique pas pour une série algébrique f gé-
nérale. Mais Mechik® a montré qu’il est toujours possible de se ramener a la situa-
tion du lemme en développant f assez loin pour qu’elle se sépare de ses conju-
guées. Plus précisément, il a prouvé que la queue du développement de f al'ordre
« est solution d'un polynome satisfaisant les hypotheéses du lemme, pour peu que
I'on choisisse a assez grand. Cependant, sa méthode ne donne aucune information
sur une valeur suffisante de a. Adamczewski et Bell* ont établi une version quan-
titative de ce résultat dans un cadre bien plus général, qui donne acces a une es-
timation d’'un ordre de développement «a suffisant. Le lemme suivant est une spé-
cialisation de leur théoréeme au cas qui nous intéresse. J'’en redonne la preuve en
détail, d’'une part parce qu’elle peut s’exprimer en des termes plus simples dans ce
cas particulier, et également pour rectifier une légere imprécision dans la preuve
d’Adamczewski et Bell.

Lemme 87. Soir P € k(x)[y] un polynoéme sans carré tel que P(0,0) =0, 0,P(0,0) =0
et admettant une racine f € k[[x]] telle que f(0) = 0. On note

o =val, Résultant, (P,0,P),

et on écrit
f) =rx)+xg),

ot r(x) = f mod x**!,
Alors g(x) est annulée par un polynéme Q € k[x, y| tel que

Q(0,0)=0, et 9,Q(0,0) #0.

Démonstration. On pose R = Résultant, (P,d,P). De par sa définition, la série g est
annulée par le polynéme P(x, r(x) + x*y). Par la formule de Taylor, on peut récrire
ce polyndéme :

P(x,r+x%y) =P(x, 1) + x*yd,P(x, 1) + x**y*H(x, ), 4.1)
pour un certain polynéme H € k[x, y]. En évaluant cette égalité en g, on obtient

P(x,r) = —x“gd,P(x, 1) — x**g*H(x, 7). 4.2)

Comme g(0) =0, ceci implique en particulier que

val,P(x,r) > a.

Maintenant, les propriétés élémentaires du résultant font qu'’il existe des poly-
némes U,V ek[x, y] tels que

R(x) =U(x, y)P(x,y) +V(x,y)0,P(x, y)

3. MECHIK, “Sur la constante d’Eisenstein”.
4. ADAMCZEWSKI et BELL, “Diagonalization and rationalization of algebraic Laurent series”.
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(voir la proposition 129 de 'annexe A.5). Comme val, R = a et val, P > «, cette éga-
lité implique que valy (V(x,7)0,P(x, 7)) = a, et donc

val,0,P(x, 1) <a.

(A noter que cette inégalité peut étre stricte, c’est 1a 'imprécision dans la preuve
originelle.) Posons f = val, d,P(x, r). Alors en réinspectant I'égalité (4.2), on constate
que

valy P(x,r) 2min(a+p+1,2a+2) =a+p+ 1.

Ceci et 'égalité (4.1) montrent que le polynome P(x, r + x*y) est divisible par x**P.

On pose donc
P(x, 7+ x%y)
xo+p

Qx,y) = e klx, yl.

Par construction, on a Q(x, g(x)) = 0. De plus, I'égalité (4.1) se récrit

_P(x,r)  0yP(x,1)
Qlx,y) = T + 5 +

x*Py2H(x, y).

En évaluant cette égalité en (0,0), on obtient Q(0,0) = 0 puisque val, (P(x, r)/x**F) >
1. En la dérivant et en évaluant en (0,0), on obtient

3,P(x, 1)
0,Q(0,0) = T(O,O) #0

par définition de f3. O

Remarque 88. Si l'on note (dx,d,) le bidgré de P, la proposition 130 donne une
majoration de l'entier o« du lemme :

a = valy Résultant, (P,d,P) < deg, Résultant, (P,0,P) < 2d,d,.

Grace aux deux lemmes précédents, on obtient la réciproque du théoreme de
Furstenberg.

Proposition 89. Soit P € k[t, y] un polynéme admettant une série f € k[[t]] comme
solution.
Alors il existe une fraction rationnelle F € k(x, y) réguliére en (0,0) telle que

f=AE

Démonstration. On peut sans perte de généralité supposer que P est sans carré,
quitte a le remplacer par un facteur sans carré annulant f. De plus, on peut sup-
poser que P(0,0) = 0 (il suffit pour cela que f(0) = 0). En effet, si 'on écrit f(x) =
f(0) + xf(x), on remarque que si f = AF, alors f = A{f(0) +F}. 1 suffit donc de
montrer la proposition pour f qui vérifie £(0) = 0.

Maintenant, si de plus 0,P(0,0) # 0, on peut conclure directement par le
lemme 86. Si au contraire 0,P(0,0) =0, on utilise le lemme 87 pour écrire

f) =r)+x%gx),
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de telle sorte que g est annulée par un polynéme Q satisfaisant les hypothéses du
lemme 86. g est alors la diagonale de la fraction

0,Q(xy,y)
_ .27
Gley) = Qlxy,y)

On en déduit que f est la diagonale de la fraction rationnelle

F(x,y) = r(xy) + x)°*Glx, ).

4.2 Polynéme annulateur pour une diagonale de frac-
tion rationnelle bivariée

Jusqu’a la fin du chapitre, on se donne une fraction rationnelle F € k(x, y) régu-
liére en (0,0). On a vu que la diagonale de F est une série algébrique (corollaire 85).
11 est alors naturel de chercher a calculer un polynéme annulateur de AF. Le point
de départ est la formule

1t
AF(?) =y ]—F(—,y.
y \y

On peut donc appliquer directement l'algorithme PollntFRat a la fraction ration-
nelle G(t,y) = F(¢/y,y)/y pour obtenir un polyndme annulateur. Cependant, on
peut faire mieux, en prenant en compte la structure particuliere de la fraction G
qui et obtenue a partir du changement de variables x — t/y dans F. Dans le pa-
ragraphe suivant, on va prédire la forme de G, ce qui permet dans certains cas
de prédire une factorisation du polynéme qui serait calculé par I'algorithme Po-
[IntFRat. Ceci conduit a une variante de cet algorithme qui calcule directement le
facteur qui nous intéresse.

4.2.1 Effet du changement de variables

Pour suivre I'impact du changement de variables x — ¢/y sur un polynéme, on
introduit la notion de degré diagonal.

Définition 90. Soit P € k[x, y] un polynéme, que I'on écrit
P(x,y) = Z ai,jxiyj.
ij
On définit le degré diagonal inférieur et le degré diagonal supérieur de P, respecti-
vement notés ddeg™ (P) et ddeg+ (P) par
ddeg™ (P) =sup{i—j | a;; # 0}

4.3
ddeg” (P) =sup{j—i| a;;#0} *3)
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Plus concretement, comme illustré dans le dessin ci-dessous, le degré diagonal
inférieur d'un polynéme peut se lire sur son polygone de Newton de la facon sui-
vante : on fait descendre une droite de pente 1 depuis 'infini jusqu’a rencontrer
un point du support des coefficients du polynome. Le degré diagonal inférieur est
I'ordonnée a l'origine de cette droite. Le degré diagonal supérieur est obtenu en
faisant monter une droite de pente 1 depuis l'infini jusqu’a rencontrer le support
du polyndme, et en lisant I'abscisse du point d’intersection de cette droite avec
I’axe horizontal.

degré
diagonal
inférieur

nombre de petites branches

degré diagonal supérieur 4

Lecture du degré diagonal d'un polyndme sur son polygone de Newton

La proposition suivante rassemble les propriétés importantes du degré diago-
nal dans notre contexte. (On rappelle que la notation (-)* désigne la prise de partie
sans carré.)

Lemme 91. Pour tous polynémes P,Q € K[x, yl,
1. ddeg™ (P) < deg, P erddeg” (P) <deg,P;
2. ddeg* (PQ) = ddeg* (P) + ddeg™ (Q) ;
3. il existe un polynome P € K[t, y] tel que
P(t/y,y) =y~ 998 ®)P(¢, ), avec P(t,0) £0 et

bidegtyy(f)) = (deg, P.ddeg™ (P) + ddeg™ (P)) ;

4. bidegt’y((f))*) = (deg, P*,ddeg™ (P*) + ddeg™ (P*)).
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Avant de démontrer ce lemme, illustrons ce résultat en appliquant le change-
ment de variable x — #/y au polyn6me dont le polygone de Newton était dessiné
dans l'illustration précédente. Sur I'image ci-dessous, on constate notamment que
le point de coordonnées (i, j) est envoyé sur le point (i, j — i). En particulier, le
degré diagonal inférieur et supérieur donnent la valuation et le degré en y du po-
lynéme de Laurent obtenu par ce changement de variable.

B e — S, 5 NS - -
&
x

degré diagonal inférieur o degré diagonal supérieur

nouveau nombre de petites branches

Polygone de Newton apres le changement de variable x — t/y

Démonstration. Le (1) est immédiat. Les quantités ddeg™ (P) et ddeg* (P) ne sont
autres que —val, P(z/y,y) et degyP(t/y, ¥), ce qui rend limpides le (2) et le (3). De
13, on obtient I'égalité PQ = PQ pour P et Q quelconques, d’'ott (P)* = P*. Le (4) est
alors une conséquence de (1) et (3). O

Par ailleurs, pour utiliser 'algorithme SommeCompPure de la section 3.2, on a
également besoin de connaitre le nombre de petites branches du dénominateur
apres le changement de variables. Comme on I'a déja rappelé, le nombre de pe-
tites branches d'un polynéme est exactement la largeur totale des pentes stricte-
ment négatives dans son polygone de Newton. Dans le lemme suivant, on note
Nsmall(P) le nombre de petites branches d'un polynéme P.

Lemme 92. Soit P € k[x, y] un polynéme tel que P(0, y) # 0. Alors
Nsmall (yddeg_(P)P(t/y, y)) =Nsmall(P*) + ddeg™ (P*).

Démonstration. Ecrivons P(x,y) =Y; jai, jxi y/. On a déja vu que le changement
de variables x — t/y change les coordonnées du point correspondant a a;,; en
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(i, j—1). Cette transformation envoie les sommets du polygone de Newton de P sur
les sommets du polygone de Newton du polyndme de Laurent P(¢/y,y). De plus,
I'hypotheése P(0, y) # 0 fait que le point le plus a droite de la partie de pente stricte-
ment négative du polygone de Newton est invariant par la transformation (puisque
sur l'axe des abscisses). Ainsi, la largeur des pentes négatives est augmentée exac-
tement de ddeg (P) (voir le dessin ci-dessus). La multiplication par yddeg_(P), ne
fait qu’'une translation du polygone, le résultat est donc démontré. O

On peut maintenant utiliser les deux lemmes précédents pour prévoir la forme
de la fraction rationnelle G(z, y).

Proposition 93. Soient A,B € K[x, Y14 ,a, deux polynomes premiers entre eux et tels
que B(0,0) # 0. Soit (d, d; ) une borne sur le bidegré de la partie sans carré de B.
NotonsF=A/B et

G(t )—lls(£ )
=YY

Alors il existe des polynémes P,Q € kl[t, y] tels que

P, )
G(t,y) = ,
D=V S
ou
a=ddeg™ (B) — ddeg™(A) -1, (4.4)

bidegP < (dy,ddeg” (A) + ddeg* (A)), bidegQ < (d,,ddeg™ (B) +ddeg* (B)),
bidegQ* = (d},ddeg™ (B*) + ddeg” (B*)),
Nsmall(Q) = ddeg™ (B*).

Démonstration. C’est une application directe des lemmes 91 et 92, en prenant pour
P et Q les polyndmes A et B. Pour le nombre de petites branches, on utilise en plus
le fait que comme B(0,0) # 0, Nsmall(B*) = 0 (son polygone de Newton n’a que des
pentes positives). O

4.2.2 Algorithme

On garde les mémes notations que dans la proposition précédente, et on re-
vient au calcul d'un polynéme annulateur pour AF. Il y a une légere différence
entre les cas a = 0 et a < 0 : dans le second cas le dénominateur admet 0 comme
petite branche supplémentaire. Notons 7 € k(¢) le résidu de Gen0si a <0, et r =0
si a = 0. Alors la formule de la proposition 84 se récrit

AF(t) = r(0) + f (1),

ol, en notant ¢ = Nsmall(Q) et y1, y2,..., y. les petites branches de Q,

fo= i Res (G, y;).

i=1
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Algorithme PolynémeDiagonale(A/B)

Entrée Deux polyndmes A,B € k[x, y], avec B(0,0) #0
Sortie Un polyndme @ € k¢, y] tel que @(t,A{A/B}) =0

BQ o ydd8 WA(S, y), yi98 ®IB(1, y), ddeg™ (B) - ddeg™ (A) - 1;
si a <0 alors

r — PolynémeRésidus(P/y~%Q, y);

R — PolynémeRésidus(P/y~%Q,Q);
sinon

R — PolynémeRésidus(y*P/Q,Q) ;
¢ — nombre de petites branches de Q;
®(t, y) < numer(SommeCompPure(R, ¢)) ;
si a <0 alors

(¢, y) < numer(P(s,y—1));
renvoyer ®(1, )

Algorithme 9: Polyndme annulant la diagonale d'une fraction rationnelle. La nota-
tion ddeg est définie dans 'équation (4.3) p. 82

Ainsi, pour obtenir un polyndéme ® annulant AF, on commence par calculer un
polynéme R annulant les Res(G, y;) en appliquant 1'algorithme Polyné6meRésidus
p- 65 a (y*P)/Q,Q) si a = 0, et a (P/y~®Q),Q) dans le cas contraire. On obtient
ensuite un polynome ® annulant f en appliquant I'algorithme SommeCompPure
a (R, ¢). On en déduit que le polyndme @(t, y) = CIJ(t,y —r(t)) annule AF.

Cette méthode est implémentée par 'algorithme PolyndmeDiagonale (algori-
thme 9).

Exemple 94. Soit d un entier positif, et soit F; € Q(x, y) la fraction rationnelle dé-
finie par

Faglx,9) = ————.
d(x y) (1_x_y)d+l

Sur cet exemple simple, on peut calculer explicitement la diagonale par un déve-

loppement direct :
2n+d\[n+d
AF4(1) = .

n=0

D’apres le lemme 82 et le corollaire 85, c’est une série algébrique qui est égale a
la somme des résidus de la fraction rationnelle G; de 'exemple 65 a ses petites
branches (avec x remplacé par t). Ici, comme le dénominateur est y — ¢ — y2, iln'a
qu’'une seule petite branche. La diagonale AF; est donc annulée par le polynéme

a2 () (2k) )
_ 2d+1_2 k
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Exemple 95. Soit d un entier strictement positif, et soit F; € Q(x, y) la fraction

rationnelle définie par
d-1

X
Faboy) =T yan

C’est une fraction de bidegré (d, d +1). La premiéere étape de 'algorithme 9 produit

P td*l
_ 0

Ga(t,y)=y QA d_ i’
qui est de bidegré (d,2d + 1), et dont le dénominateur est irréductible et possede
d petites branches. De 13, I'algorithme calcule des polynémes ®,; annulant AF,.
Expérimentalement, ces polyndmes sont irréductibles et leurs bidegrés pour d =
1,2,3,4 sont (2,3), (18,10), (120,35), (700, 126).

A partir de ces valeurs, il est facile de conjecturer que le bidegré est donné par

2d-1) [2d+1
[ 0))

ce qui met en évidence une croissance exponentielle en d. Nous allons voir avec
le théoreme 97 que, dans le cas général, la croissance du bidegré est au plus du
méme ordre de grandeur que dans cet exemple.

Exemple 96. Cet exemple est tiré d'une solution trouvée avec Bostan et Lairez a un
exercice proposé dans I’American Mathematical Monthly par Gessel °. La question
est de prouver 'égalité :

1

n_n —ah
Y s —x—ay+3y) (4-5)

On remarque immédiatement que le membre de gauche est le n-ieme coefficient
de la diagonale de la fraction

1
(1-3y)(1-x-3y+3y%)°

F(x,y) =

On peut donc appliquer l'algorithme Polyn6meDiagonale a F, ce qui produit un
polynéme annulateur pour AF(t) :

©Ot-13((1-90y+3)(1-99y—-1)3.

On en déduit que

3 1
AF(t) =— , ou bien AF(f) = ——.
1-9¢ 1-9¢

Mais comme il est évident que AF(0) = 1, la seule possibilité est
AF(f) = ——,
(0 1-9t¢

5. “Problems and Solutions”. Dans : The American Mathematical Monthly 123 (4) (avr. 2016), p. 399-
406.
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ce qui est équivalent a 'équation (4.5).
11 se trouve que pour cet exemple, on peut retrouver le résultat a la main. En
effet, le changement de variable x— ¢/y donne ici :
1
Q-3 -3y2+3y3-1)
(c’est le lemme 82). Le dénominateur de cette fraction a une forme trés particu-
liére : le polynome

AF(D) = [y

P(t,y) = y—3y2 +3y3 -t
admet une unique racine f telle que f(0) =0, qui n’est autre que l'inverse du po-
lynome y —3y? +3y° pour la composition des séries. Ceci se voit également sur le
polygone de Newton de P. Maintenant, on sait par la proposition 84 que

AF:Res( fl-

(1-3yP(t,y’

Comme f est un podle simple, un calcul classique (voir aussi la remarque sous le
corollaire 64) donne :

1 1 1
R » = = =
“la=sppre,y f) 0, {01-3y)P} (1, /)  (1-3/)0,P(£, /)

1
1-9f+27f2-27f%

et comme f—3f?+3f3 = t, on en déduit 2 nouveau que

1
AF(f) = ———.
() 1-9¢

4.2.3 Bornes

On dispose déja de tous les outils nécessaires pour analyser l'algorithme Poly-
nomeDiagonale. Létape du changement de variables a été analysée dans le para-
graphe 4.2.1, et les algorithmes PolyndmeRésidus et SommeCompPure ont été ana-
lysés dans le chapitre précédent.

Théoreme 97. Soient A,B € K[x, ylq,,a, des polynomes premiers entre eux tels que

B(0,0) # 0. Soit B* la partie sans carré de B, de bidegré majoré par (dy,dy). Alors le

polynéme ®(t, y) calculé par 'appel PolyndmeDiagonale(A/B) vérifie

D D
deg, ®<Dy| 7|, deg,@=|""|,
c
ou
c =ddeg” (B¥),

Dy =2dy(dy +dy+1) +dyx—2(dy — dy)(dy — dy +dy—dj +1),
D, :=ddeg” (B*) +ddeg" (B*).
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Démonstration. D’apres le théoreme 69, quel que soit le signe de a 'appel a Poly-
nomeRésidus produit un polynéme de degré

Dy :=ddeg™ (B*) +ddeg" (B*). (4.6)

DJ’
el
Pour majorer le degré de @ en t, on peut ignorer 'optimisation qui consiste a
prendre en compte la petite branche en 0 et appliquer 1'algorithme PolynomeRési-
dus a (y*BQ,Q) ou (By™“Q,y *Q) selon que a =0 ou a < 0. En effet, le polynome
obtenu de cette facon est clairement un multiple de celui calculé par 'algorithme.
Par le théoréme 69, comme les bidegrés de P, y*P, Q et y~“Q sont tous majorés par
(dy,dy + dy +1), on calcule un polyndéme R de degré en x majoré par D,. Ensuite,

on fait appel au théoréme 77 appliqué a (R, ¢) ou (R, c+1) selon le signe de a. Dans
les deux cas, on obtient
Dy
ol

Puis, par le théoréeme 77, on en déduit que

deg, @ =

deg, @ =

4.2.4 Complexité

Théoreme 98. On reprend les notations du théoréme 97. Alors 'appel Polynéme-
Diagonale(A/B) est effectué en

2

0 Dy

cDy

+(dy+ dy)G)

opérations dans k.

Démonstration. Le calcul de P et Q ne nécessite aucune opération. Ensuite, d’apres
la remarque 71, le calcul de R et r se fait en O((d, + dy)G) opérations. Le nombre de
petits poles est obtenu gratuitement a partir de la décomposition sans carré calcu-
lée par I'algorithme PolynomeRésidus. De 13, comme le degré en x de R est borné
par D, (voir la preuve du théoreme 97), le théoreme 78 montre que I'appel a I'al-
gorithme SommeCompPure cotite O(cD x(DCY)Z) opérations. Enfin, si une translation
de la variable est requise, elle peut étre effectuée par évaluation et interpolation en

~ 2
0Dy (DCY )") opérations. (On pourrait également évaluer et interpoler par rapport a
x et utiliser de meilleurs algorithmes pour la translation univariée °.) O

6. BOSTAN, FLAJOLET et al., “Fast Computation of Special Resultants”, §5.
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4.3 Degré du polynome minimal dans le cas générique

La borne du théoréeme 97 sur le bidegré de @ est légérement pessimiste en ¢,
mais génériquement atteinte en y. Cette derniere affirmation fait I'objet de la pro-
position 100 ci-dessous. On commence tout d’abord par démontrer un lemme de
théorie de Galois, dans lequel on utilise la notation &, pour désigner le groupe
symétrique de degré n.

Lemme 99. Soit K un corps de caractéristique 0, et p € K[y] un polynéme de de-
gré d, dont le groupe de Galois sur K est S,4. On suppose que les racines ay,...,0q
de p dans K sont algébriquement indépendantes sur Q. Alors, pour tout ¢ < d, le
polynéme Z.p de degré (‘g) est irréductible sur K.

(Xcp a été défini dans le paragraphe 3.2.2.)

Démonstration. Comme X =aj +---+a, est une racine de Z.p, il suffit de montrer
que le degré de K(Z) sur K vaut (‘z) Les a; étant algébriquement indépendants
sur Q, toute permutation o € &, des «; par laquelle X est invariant doit également
fixer les ensembles {ay,...,a.} et {acﬂ,...,ad}. Réciproquement, toute permuta-
tion ayant cette propriété induit un automorphisme de K(ay,...,ay4) par lequel
est invariant. En d’autres termes, le groupe de Galois de K(qay,...,a4) sur K(Z) est
égal a G, x S 4_;. On en déduit que K(ay,...,a4) a un degré c!(d —c)! sur K(Z) et d!
sur KK, de telle sorte que K(Z) a un degré (‘Z) sur K. 0O

Proposition 100. Soir A € Q[x, y] un polynoéme. Soient dy et d, des entiers positifs,
ST <dy, st <dy, et

s~ st . o

By =) bPx'+ Y by Y bixy eQUb(), (b)), x, v,
i=0 j=1 i<dy,j<dy
—-sT<j-isst

out les bE.X) et b;.y ) sont des indéterminées et b;j€Q.
Alors le polynéme ®©(t,y) calculé par U'appel PolynomeDiagonale(A/B) est irré-
ductible de degré (Sisfﬁ) surlk = @[(bE.X)), (b;.y)), t,yl.

Démonstration. On reprend les notations de l'algorithme PolynémeDiagonale.
D’apres sa définition dans I'algorithme, le polyndme Q vaut

s~ st o o
Qlt,y) = Z ng) tlys —igy Z b;}’)ys +j +Zbi,jtlys —i+j
i=0 j=1 ij

Notons d = s~ +s". Alors le polynome Q(1, y) ala forme ¥ j<4 tjyj ot chacun des ¢;
est la somme de I'une des indéterminées et de nombres rationnels. Ceci implique
que les t; sont algébriquement indépendants sur Q. Donc Q(1, y) admet G4 pour
groupe de Galois sur Q(%,..., t7) et ses racines sont algébriquement indépendantes



4.3. DEGRE DU POLYNOME MINIMAL DANS LE CAS GENERIQUE 91

sur Q7. Cette propriété s'étend a Q(t, ) 8, qui a donc &, comme groupe de Galois
et des racines algébriquement indépendantes, notées yy, ..., y4.

Maintenant, on définit le polynéme R(t, y) = [1; (y — P(z,y:)/8,Q(z, ), ou P =
y*P si a = 0 et P = P sinon. Comme toutes les racines de Q sont simples, R est
exactement le polynéme calculé par I'algorithme PolyndmeRésidus. Alors la famille
{P(t, yi)19,Q(¢, y,-)} est algébriquement indépendante sur @, puisque toute relation
algébrique entre ses éléments en induirait également une pour les y; en réduisant
au méme dénominateur. En particulier, le morphisme naturel Gal(Q/K) = &4 —
Gal(R/K) est injectif, et donc un isomorphisme. (Ici, on note Gal(P/K) le groupe de
Galois sur K de P € K[y].) Comme une simple inspection du polygone de Newton
de Q montre qu’il a s~ petites branches, on peut conclure en utilisant le lemme 99
et le fait qu'une translation de la variable ne change en rien l'irréductibilité de ®.

O

La proposition 100 doit étre comprise comme un résultat d’optimalité. En effet,
pour une fraction rationnelle A/B générique, comme dans la proposition, on a B =
B*, ddeg” (B) = s~, ddeg*(B) = s et B a s~ petites branches. Ceci montre que la
borne du théoreme 97 est optimale dans ce cas (générique).

Si 'on croit au fait que les exemples aléatoires devraient se comporter comme
le cas générique, alors la proposition 100 met en évidence que le polynéme calculé
par 'algorithme 9 sera irréductible la plupart du temps.

A titre d’exemple, on considere le cas particulier de la proposition 100 o1 s~ =
s*=dy=dy=d.Onaalors deg, ® = (2;).

Exemple 101. Illustrons ce résultat davantage en observant le degré du polynéme
minimal sur des diagonales de fractions rationnelles tirées au hasard. On consi-
dére une fraction rationnelle F(x, y) = 1/B(x, y), ou1 B(x, y) est un polynéme dense
de bidegré (d, d) choisi au hasard. Pour d = 1,2,3,4, la sortie de 'algorithme 9 est
irréductible de bidegré (2,2), (16,6), (108,20), (640,70). Ces valeurs correspondent

a la formule
2d -2\ (2d
(2d2( ( B )) 4.7)

d-1
On constate donc que la borne sur degyd> est fine dans ce cas, et 'irréductibilité
de la sortie indique que la proposition 100 ne peut étre améliorée.

7. WAERDEN, Modern Algebra, §57.
8. Ibid., §61.
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Chapitre 5

Développement des séries
génératrices des marches
unidimensionnelles

Informellement, une marche est une suite de déplacements élémentaires ef-
fectués dans un ensemble (par exemple sur une grille). L'étude combinatoire des
marches est un sujet trés riche, qui touche a de nombreux domaines des mathé-
matiques (combinatoire des mots, physique statistique, probabilités, dénombre-
ments, ...) et qui peut-étre abordé avec des points de vue variés. C’est un domaine
ot les méthodes de calcul formel ont connu un certain succes, certes en offrant la
possibilité d’expérimenter par le calcul, mais aussi dans certains cas comme outil
de preuve. C’est ainsi par exemple qu’'une conjecture de Gessel sur une famille par-
ticuliere de marches dans le plan a été prouvée rigoureusement a 'aide de 'ordi-
nateur en 2009 ', alors que la premiére preuve « humaine » n’est apparue que trés
récemment, en 2016 2. Ici, je vais m'intéresser a un probléme d’ordre calculatoire
sur les marches unidimensionnelles. Dans I’exemple 24 p. 35, nous étions parvenus
a calculer les valeurs d'une suite de probabilités by,. Il se trouve que les nombres b,
sont liés au comptage d'une famille de marches unidimensionnelles, et on aimerait
généraliser ce type de dénombrement a d’autres familles de marches. Ce probleme
a déja été abordé par Banderier et Flajolet . Aprés avoir discuté les avantages et in-
convénients de leur méthode, je vais présenter une nouvelle méthode pour comp-
ter les marches unidimensionnelles. Sans plus attendre, définissons plus précisé-
ment les marches a étudier et le vocabulaire associé.

1. KAUERS, KOUTSCHAN et ZEILBERGER, “Proof of Ira Gessel’s Lattice Path Conjecture”.
2. BOSTAN, KURKOVA et RASCHEL, “A human proof of Gessel’s lattice path conjecture”.
3. BANDERIER et FLAJOLET, “Basic Analytic Combinatorics of Directed Lattice Paths”.
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5.1 Définitions et énoncé du probleme

Définition 102.

1. On appelle pas tout vecteur de la forme (1, u), avec u € Z.

2. Si S est un ensemble fini de pas, une S-marche est une suite (Ag,A1,...,An)
de points de Z? telle que

: AO = (0,0),

- Ag_1Ax est un pas appartenant a S.

n est alors la longueur de la marche. Pour tout k = 0, 'ordonnée de Ax
est l'altitude de la marche au temps k. Laltitude au temps n est appelée
I'altitude finale de la marche.

3. Si S est un ensemble fini de pas, on définit le polyndéme caractéristique de S,
noté xs par

Xsm= Y y-
(1,u)eS

Remarquons que les marches qui viennent d’étre définies, bien qu’évoluant
dans la grille Z2, sont essentiellement unidimensionnelles. En effet, on peut les
voir comme des marches sur Z, 'axe vertical, alors que I'axe horizontal ne sert
qu’a représenter le temps qui augmente de 1 a chaque pas.

A linstar de Banderier et Flajolet, nous considérons trois familles particulieres
de marches, illustrées dans le dessin ci-dessous.

Définition 103. Soit S un ensemble de pas, et soit .4 une S-marche. On dit que
M est

1. un pont si son altitude finale est 0;
2. un méandre si son altitude est positive aprés chaque pas;

3. une excursion si c’est a la fois un pont et un méandre.
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pont méandre

F | N
AN N

VAN

excursion

=i S

Les trois familles de marches (S = {-—1,1})

Définition 104. Soit S un ensemble fini de pas.

1. On note Ws € Q[[x, y]] la série génératrice des S-marches indexées par leur
longueur et leur altitude finale, c’est-a-dire

Ws(x,3)= Y. wyrx"y",
n,k=0

oll wy, i est le nombre de marches de longueur n ayant pour altitude finale
k.

2. On note Bg € Q[[x]] (resp. Es, Mg) la série génératrice des ponts (resp. ex-
cursions, méandres) indexés par leur longueur, c’est-a-dire

Bs(x) =) bux",

n=0

ol b, est le nombre de ponts de longueur n. (Idem pour les excursions et
les méandres.)

Lorsque le contexte sera clair, on omettra de préciser I'ensemble S de pas en
indice.

Exemple 105. (1) Lexemple intéressant le plus simple est S = {-1,1}. Les S-excur-
sions ne sont autres que les chemins de Dyck, bien-connus en combinatoire. Les
chemins de Dyck sont en bijection avec les mots bien parenthésés sur ’alphabet
{(,)} : on peut voir tous les pas 1 comme des parenthéses ouvrantes et les pas —1
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comme des parentheses fermantes. La condition de positivité des excursions tra-
duit le fait que le nombre de parenthéses ouvrantes doit étre plus grand que le
nombre de parenthéses fermantes dans tout préfixe.

(2) Si S ={-1,0,1}, les S-marches sont exactement les déroulements possibles
d’un scrutin a deux candidats (exemple 24). En effet, les pas 1 et —1 correspondent
aux votes respectifs pour les deux candidats, tandis que les pas 0 correspondent
aux votes blancs. Laltitude finale mesure alors le score de 1'élection. Ainsi, les S-
ponts sont les déroulements qui se terminent par une égalité.

On rappelle maintenant quelques résultats classiques sur les séries génératrices
des diverses familles de marches unidimensionnelles.

Proposition 106. Les séries W, B, E et M vérifient les propriétés suivantes :
1. W(x, y) est une série rationnelle. Explicitement :
W, )= ———.
Y=ac xx(y)
2. B(x), E(x) et M(x) sont des séries algébriques.
3. B(x) = [y"IW(x,y).

E(x) =exp (f%dx)

Démonstration. Ces résultats sont tous prouvés chez Banderier et Flajolet?. O

5.2 Calcul des séries génératrices

A partir de maintenant, on fixe un ensemble fini de pas S. On note u~ (resp. u™)
le plus grand entier u € Z tel que (1,—u) €S (resp. (1, u) € S). On définit également
d=u"+u . Lentier d mesure I'amplitude verticale de S ; ceci fait de d une bonne
échelle pour la complexité des algorithmes a venir. On supposera de plus que u*
et u~ sont tous les deux strictement positifs, car dans le cas contraire 'étude des
ponts, excursions et méandres devient triviale. (Par exemple si #~ <0, alorsiln'y a
ni ponts ni excursions, et toutes les marches sont des méandres.)

La question a laquelle nous souhaitons répondre est la suivante :

Probleme 107. Soit N un entier naturel. Calculer en bonne complexité les N + 1
premiers termes de la suite (u,), oit u, est le nombre de ponts (resp. excursions,
méandres) de longueur n.

5.2.1 Méthode directe

Notons w,, i le nombre de marches de longueur 7 et d’altitude finale k. Alors
la définition des marches donne directement la récurrence

Whpk = Z Wn-1,k-u» (5.1)
(1,u)eS

4. BANDERIER et FLAJOLET, “Basic Analytic Combinatorics of Directed Lattice Paths”, §2.1-2.2.
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avec les conditions initiales w, = 0 si n <0, et wyp = 1. Si 'on note W, le
nombre de méandres de longueur n et d’altitude finale k, alors i, i satisfait égale-
ment la récurrence (5.1), mais avec les conditions initiales supplémentaires 0, ; =
0 si k < 0. Alors les ponts (resp. excursions, méandres) sont comptés par les nombres
Wp,o (T€sp. Wy,0, Xk Wy,k)-

On peut calculer ces quantités en déroulant la récurrence (5.1). Chaque utilisa-
tion de la récurrence requiert O(d) opérations, et dans le pire des cas on a besoin
de calculer O(dN?) termes de la suite (si 'ensemble des pasestS={(,1),...,(1,d)}
par exemple). Avec cette méthode, on calcule donc les N premiers termes d'une
des trois séries en O(d?N?) opérations dans Q.

Cette complexité quadratique en N n'est pas satisfaisante, et toute méthode qui
repose sur le développement complet de la série génératrice W(x, y) sera inélucta-
blement quadratique en N par nature. Les deux autres méthodes que je vais pré-
senter ont pour principal atout d’avoir une complexité linéaire ou quasi-linéaire en
N. Comme il sera expliqué, cette amélioration a lieu au prix d'un pré-calcul. Lors
de I'analyse de la complexité des algorithmes, ce pré-calcul doit bien str étre pris
en compte, et nous allons voir qu’il a son importance : il peut dominer la com-
plexité si 'on ne prend pas garde.

5.2.2 En passant par une équation algébrique

On a vu dans la proposition 106 que les séries B, E, et M sont algébriques. Ban-
derier et Flajolet® ont esquissé une méthode reposant sur ce fait pour effectuer le
calcul des N premiers termes. Les séries E et M peuvent étre exprimées comme
des produits de petites branches du polynéme caractéristique xs (voir leur théo-
réeme® pour un énoncé précis). De 13, une équation algébrique peut étre obte-
nue a l'aide de l'algorithme Platypus qui calcule un polynéme annulant un pro-
duit de racines d’'un polynéme donné. A partir d’'une équation P(x,E(x)) = 0, on
peut trouver un polynéme annulant B 4 I'aide de la formule B = xE'/E + 1, a savoir
Résultantg ((B — 1)E0,P + x0,P P).

Une fois que 'on connait un polynéme pour I'une de ces trois séries, il peut
étre utilisé pour calculer une récurrence linéaire a coefficients polynomiaux satis-
faite par ses coefficients (voir le théoreme 117 de I'annexe A et la proposition 25).
La méthode directe exposée ci-dessus permet de calculer assez de conditions ini-
tiales pour dérouler la récurrence (il en faut au plus un nombre polynomial en le
degré de I'équation algébrique calculée d’aprés la proposition 34 p. 40). Ainsi, cette
approche permet de calculer les N premiers termes de B, E et M en O(N) opéra-
tions. Pour que ceci soit une amélioration par rapport a la méthode naive, il faut
que la dépendance en d de la constante dans le O() ne soit pas trop grande et que
le pré-calcul ne soit pas trop cotliteux.

En effet, le colit du pré-calcul d'une équation algébrique n’est pas négligeable.
Bousquet-Mélou’ a obtenu la borne (f,) sur le degré de I'équation pour les excur-
sions et a montré que cette borne est génériquement atteinte. Le degré de 1'équa-

5. Ibid., §2.3.
6. Ibid., Th. 1.
7. BOUSQUET-MELOU, “Discrete excursions”, §2.1.
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tion algébrique peut donc étre exponentiellement grand par rapport a d. Empi-
riquement, on constate que les équations algébriques pour B et M peuvent elles
aussi avoir un degré exponentiellement grand.

Notre premiere contribution est de remarquer que la situation pour les équa-
tions différentielles et les récurrences est différente : B satisfait une équation dif-
férentielle dont le degré n'est que polynomial (voir ci-dessous), alors que (empi-
riquement) celles de E et M peuvent avoir une taille exponentielle. Qui dit grosse
équation différentielle dit grosse récurrence, ce qui entraine une grosse constante
dans la complexité du pré-calcul et dans le déroulement da la récurrence. Le théo-
réeme 111 du paragraphe suivant montre que 'on peut se contenter d'un pré-calcul
de complexité polynomiale avec une nouvelle méthode, ce qui est une améliora-
tion importante dés que d devient non-négligeable.

Exemple 108. Avec I'’ensemble de pas S = {(1,d),(1,1),(1,—d)} et d = 2, la série

génératrice Wg vaut

yd

yd —x(1+ yd+1 + y2d) )

Ws(x,y) =

Les expériences mettent en évidence que le bidegré du polynome minimal de Bg
est (Zd (24-2), (Zj)), ce qui montre bien une croissance exponentielle en d. Par ail-
leurs, on constate expérimentalement que Bg satisfait une équation différentielle
d’ordre 2d — 1 avec des coefficients de degré d? +3d — 2 lorsque d est pair, et d? +
3d —4 si d est impair.

5.2.3 Nouvelle méthode

Je vais maintenant présenter une méthode, mise au point avec Bostan et Salvy®
qui a une complexité quasi-linéaire en N et qui évite le pré-calcul d'une équation
algébrique. Elle repose sur le fait que les coefficients constants de fractions ration-
nelles, comme celui du point 3 de la proposition 106, satisfont des équations diffé-
rentielles de taille polynomiale en le degré de la fraction rationnelle . Nous allons
traiter les trois séries B, E et M au cas par cas, et les résultats seront résumés dans
le théoreme 111.

5.2.4 Ponts

Pour développer B(x), on utilise la formule (3) de la proposition 106, que 'on

peut réécrire :
W(x,y)

B = [yl
De plus, W(x, y)/y est de la forme P/Q, ou bidegQ < (1,d) et bidegP < (0,d —1).
Les conditions sont réunies pour appliquer le théoreme 23 : I'algorithme Hermite-
Telescoping de Bostan, Chen et al.'° permet de calculer un télescopeur minimal

8. BOSTAN, DUMONT et SALVY, “Algebraic Diagonals and Walks”.

9. BOSTAN, CHEN, CHYZAK et LI, “Complexity of creative telescoping for bivariate rational func-
tions”.

10. Ibid., Fig. 3.
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pour P/Q d’ordre au plus d et de degré O(d?) en O(d®) opérations dans Q. Ce té-
lescopeur n’est autre que la résolvante différentielle de B que 'on peut convertir
en temps quasi-optimal en une récurrence d’ordre O(d?) (proposition 25).

A ce stade, on est donc capable de calculer B(x) mod xN*! en O(d?N) deés lors
que 'on connait un nombre suffisant de conditions initiales pour lancer la récur-
rence. La proposition suivante donne un majorant du nombre de telles conditions
initiales a calculer.

Proposition 109. SoitS un ensemble fini de pas, et d = maxq y),(1,v)es |U—V|. Soit P
le polynéme minimal de Bg, et Lp sa résolvante différentielle.
Alors lexposant de Lp est au plus O(d®).

Démonstration. A la lumiere de la proposition 8, la formule

W(x,
By = [y Y

implique que B est une somme de résidus de la fraction W(x, y)/y. Notons alors
R le polynéme qui annule ces résidus calculé par I'algorithme Polyné6meRésidus
(p. 65), et Lg sa résolvante différentielle. Comme W a un bidegré (1,d) le théo-
reme 69 montre que le bidegré de R est au plus (O(d), d).

Maintenant, comme B est annulée par X R (voir définition 74 p. 71) pour un
certain c, P est un diviseur de 2.R. Donc toutes les racines de P sont des sommes
de racines de R, ce qui implique en particulier que toutes les solutions de Lp sont
des solutions de Lg. De 13, le lemme 32 et la proposition 34 donnent la majoration
attendue. O

Ainsi, on peut calculer un nombre suffisant de conditions initiales par la mé-
thode directe en O(d®) opérations dans Q. Le cott total du pré-calcul est donc
O(d®).

5.2.5 Excursions

Si B(x) mod xN*! est connu, il est alors possible d’en déduire E(x) mod N+len

utilisant la formule (4) de la proposition 106. Développer E(x) se rameéne alors au
calcul de I'exponentielle d’une série, ce qui peut se faire en O(N) opérations dans
@Q par la proposition 131 de 'annexe B.

5.2.6 Méandres

De méme que dans le cas des excursions, la dérivée logarithmique de M(x) peut
étre obtenue comme un coefficient constant. Ceci fait I'objet de la proposition sui-
vante.

Proposition 110. Soit S un ensemble fini de pas. On définit la série Ag € Q[[x]] de
la fagon suivante :
W(x,y)

As(0) =[y™] o
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Alors la série génératrice Ms(x) des méandres est reliée a As(x) par la formule
exp (— S #dx)
1-xxs(1)

Démonstration. Notons  y1,¥s,...,yu- les petites branches du polyndéme

U _ xy" y(y). Banderier et Flajolet ont montré ! que
y Yo Xxw J q

Ms (x) =

M(x) = (1) ﬂ 1=y (5.2)

Par ailleurs, la définition de A(x) et la proposition 8 donnent

A =y (xy)dy uZRes ;y MZ—
-y = 1-»a-xx()’ o A-yxx' (i)
Ensuite, en dérivant I'équation 1 — xx(y) = 0 par rapport a x, on obtient
, 1
—xx (yi) = x—;
et donc y
Ax)=x
Z E_—

En prenant I'exponentielle de cette égalité, il vient

.
[Ta-y)=exp (—f ﬂdx).
i=1 X

En combinant cette égalité et I’équation (5.2), on obtient bien le résultat attendu.
O

A la lumiére de ce dernier résultat, on peut appliquer la méme méthode que
dans le cas des excursions. On commence par calculer une équation satisfaite par
A(x) en utilisant les méthodes de Bostan, Chyzak et al. et on la convertit en ré-
currence. Le calcul des conditions initiales pour A peut étre effectué naivement en
développant yW (x, y)/(1—y). La formule de la proposition 110 permet alors de cal-
culer M(x) mod xN*! a partir de A(x) mod xN*1. Lanalyse de complexité est tout a
fait similaire : le pré-calcul s’effectue en O(d°) opérations dans Q.

5.2.7 Algorithme

Les discussions des trois paragraphes précédents sont résumées par le théo-
réme suivant, implémenté en pratique par I'algorithme Marches (algorithme 10).

Théoréme 111. Soit S un ensemble fini de pas, et d = u~ + u™. Il est possible de
développer la série Bg (resp. Es, Ms) a Uordre N en O(d*N) (resp. O(d®N)) opérations
dans Q, apres un pré-calcul en O(d®) opérations dans Q.

11. BANDERIER et FLAJOLET, “Basic Analytic Combinatorics of Directed Lattice Paths”, Cor. 1.
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Algorithme Marches(S, N)

Entrée Un ensemble de pas S et un entier positif N

Sortie Bg,Es,Mg mod xN*!

F—Wi(x,y)/y Icas B,E] ou W(x,y)/(1-y) [cas M];
D — HermiteTelescoping(F) ¢;
R < la récurrence d’ordre r associée a D;
I —[y°IW(x, y) mod x"*! [cas B,E]

[y°1yW(x, »)/(1 - y) mod x"*! [cas M];
B — [y°IW(x, y) mod xN*! (a partir de R,I);
A —[y°1yW(x, /(1 - y) mod xN*! (a partir de R,I);
E —exp(/ (B(x) - 1)/xdx) mod xN*1;
M — exp (- [ (A(x)/x)/(1 - x(1)x) dx) mod xN*1;
renvoyer B,E,M

a. BOSTAN, CHEN, CHYZAK et LI, “Complexity of creative telescoping for bivariate rational func-
tions”, Fig. 3.

Algorithme 10: Développement des séries génératrices des ponts, méandres et ex-
cursions
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Perspectives

Je conclus ce texte en proposant quelques questions liées aux sujets abordés
jusqu'’ici, dont j’estime qu’elles constituent des sujets de recherche intéressants.

Création télescopique par réduction

Les algorithmes de création télescopique par réduction font I'objet d'une gran-
de activité depuis quelques années, et il reste encore du travail pour généraliser ces
méthodes. Une premiere direction consiste a étendre les classes de fonctions pour
lesquelles on dispose de réduction. Par exemple, dans le cas de I'intégration d'une
fonction dépendant d'un parametre continu, on dispose de la réduction de Her-
mite pour les fractions rationnelles bivariées, qui a été étendue dans plusieurs di-
rections : aux fonctions algébriques '?, aux fonctions hyperexponentielles '3, et aux
fractions rationnelles de plus de variables 4. Un des idéaux dans ce cadre consiste
a trouver une réduction qui s’appliquerait a une fonction différentiellement finie
générale.

Une autre direction consiste a étendre les contextes dans lesquels on dispose
de réductions. Par exemple, on a vu dans le chapitre 2 une réduction pour I'intégra-
tion de termes mixtes hypergéométriques hyperexponentiels. Il y a un bon espoir
de trouver par des méthodes similaires une réduction pour le probleme associé de
la sommation de ces mémes termes.

Toujours dans la méme veine, on pourrait tenter de trouver un analogue des ré-
sultats du chapitre 2 en remplacant les termes mixtes hypergéométriques et hyper-
exponentiels par des termes mixtes hypergéométriques et algébriques. Il semble
alors prometteur d’appliquer un analogue de la réduction de Trager des fonctions
algébriques pour faire de la création télescopique. Un cas particulier intéressant
est 'intégrale

f» dx

xntl ’

ol f est une fonction algébrique. Calculer un télescopeur pour cette intégrale

12. CHEN, KAUERS et KOUTSCHAN, “Reduction-Based Creative Telescoping for Algebraic Functions”.

13. BOSTAN, CHEN, CHYZAK, LI et XIN, “Hermite reduction and creative telescoping for hyperexpo-
nential functions”.

14. BOSTAN, LAIREZ et SALVY, “Creative telescoping for rational functions using the Griffiths-Dwork
method”; LAIREZ, “Computing periods of rational integrals”.
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donne une récurrence pour les coefficients de Taylor de f. Si I'on dispose d'un
algorithme dont 'analyse fournit des bornes sur I'ordre du télescopeur minimal,
on peut espérer démontrer une conjecture de Bostan :

Conjecture 112. Soit f(x) =Y ;=0 anx" € k[[x]] une série algébrique, annulée par
un polynéme P € k[x, y] de bidegré (dy, dy).

Alors la suite (a,) satisfait une récurrence a coefficients polynomiaux d’ordre
dyx(dy-1).

On retrouvera certaines questions posées dans ce paragraphe ainsi que d’autres
problémes ouverts pour la création télescopique en général chez Chen et Kauers '°.

Constantes d’Eisenstein

Si f € Q[[x]] est une série algébrique telle que f(0) =0, alors Eisenstein a mon-
tré 16 qu'il existe toujours un entier c tel que f(cx) € Z[[x]]. On dit alors que c
est une constante d’Eisenstein pour f. Trouver une estimation de la plus petite
constante d’Eisenstein pour une fonction f donnée est un probléme important.
Par exemple, les constantes d’Eisenstein interviennent pour estimer la complexité
de l'algorithme de Newton-Puiseux'’. A I'heure actuelle, la meilleure estimation
est due a Dwork et van der Poorten '®. Une approche possible pour calculer ef-
fectivement une constante d’Eisenstein consiste a utiliser la proposition 89 afin
d’écrire f comme une diagonale de fraction rationnelle. Il est alors aisé de lire
une constante d’Eisenstein sur cette fraction. Mechik ! a montré comment tirer de
cette méthode un algorithme de calcul d'une constante d’Eisenstein. Cependant, il
reste encore a étudier la méthode d’'un point de vue quantitatif, ce qui menerait
potentiellement a une estimation qu’il serait intéressant de comparer a celles qui
existent déja.

Trous dans les développements de fonctions algébriques

Les premieres idées qui ont plus tard mené aux résultats du chapitre 2 trouvent
leurs origines dans une tentative échouée de démontrer une conjecture due a Fur-
20
ter=".

Conjecture 113. Soit p € C[x] un polyndme de degré m +1 tel que p(0) = 0. On
note p~Y I'inverse de p pour la composition des séries.
Si m coefficients consécutifs de p=! sont nuls, alors p(x) = x.

15. CHEN et KAUERS, “Some Open Problems related to Creative Telescoping”.

16. EISENSTEIN, “Uber eine allgemeine Eigenschaft der Reihen-Entwicklungen aller algebraischen
Funktionen”.

17. WALSH, “A polynomial-time complexity bound for the computation of the singular part of a Pui-
seux expansion of an algebraic function”.

18. DWORK et POORTEN, “The Eisenstein constant”.

19. MECHIK, “Sur la constante d’Eisenstein”.

20. FURTER, “Polynomial composition rigidity and plane polynomial automorphisms”, Conj. 1.6.



105

Le lien entre cette conjecture et le chapitre 2 peut paraitre flou au premier
abord, mais il devient plus clair en étudiant la tentative de preuve de sa conjecture
par Furter. Lidée est que les coefficients de p=! satisfont une récurrence d’ordre
m. C’est un lemme dii a Manivel qui est un cas particulier du théoreme 49. Dés
lors que I'on a dépassé les singularités du coefficient de téte de cette récurrence,
on en déduit que la nullité de m coefficients consécutifs entraine la nullité de tous
les suivants. Ceci permet avec un peu plus de travail de démontrer la conjecture
pour m = 2, mais échoue a cause du probléme des singularités pour m plus grand.
C’est en essayant d’étudier de plus pres les récurrences données par le lemme de
Manivel et sa preuve que 'on a été amenés a étudier les intégrales du type

f dx
VN
px)"
oll p est un polyndéme, puis a généraliser a d’autres termes mixtes hypergéomé-
triques et hyperexponentiels.
Cependant, la barriére créée par les singularités des récurrences reste encore

infranchissable a ce jour, et la conjecture de Furter reste ouverte. Plus générale-
ment, cette conjecture est généralisée par la variante originelle de la conjecture 112 :

Conjecture 114. Soit f € k[[x]] une série algébrique annulée par un polynéme P €
k[x, y] de bidegré (dy, dy).
Si f admet dy(d), — 1) coefficients nuls consécutifs, alors f est un polynome.

Cette conjecture signifie que les "trous" d’'une fonction algébrique ne peuvent
pas étre trop grands.

Diagonales modulo p

Dans le chapitre 4, nous avons vu comment calculer un polynéme annulateur
pour une diagonale de fraction rationnelle bivariée, en caractéristique nulle. Main-
tenant, dans un corps de caractéristique strictement positive, la méme question
se pose, d’autant plus qu’alors toutes les diagonales de fractions rationnelles sont
algébriques, quel que soit le nombre de variables. Ceci a été prouvé par Fursten-
berg?!, et sa preuve suggere un algorithme pour calculer un polynéme annulateur
de la diagonale. II est intéressant d’étudier cet algorithme du point de vue de la
complexité, notamment lorsque le nombre de variables augmente.

En particulier, une premiere étape de I'analyse consiste a estimer la taille du
polyndéme calculé. En d’autre termes, on aimerait savoir quel est le degré d’algé-
bricité d’'une diagonale donnée lorsqu’on la considere modulo p, pour diverses va-
leurs de p. Une premiére réponse a fait 'objet de travaux d’Adamczewski et Bell %
qui ont déja été cités plus haut. IIs ont prouvé que la croissance du degré d’algé-
bricité est au plus p®, oi1 A est une certaine constante dépendant de la diagonale
considérée. Ils ont également mis en évidence des familles de diagonales pour les-
quelles la croissance est effectivement en p® pour B arbitrairement grand. Mais la

21. FURSTENBERG, “Algebraic Functions over Finite Fields”, Th. 1.
22. ADAMCZEWSKI et BELL, “Diagonalization and rationalization of algebraic Laurent series”.
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route n’est pas encore terminée dans cette direction, car la constante A n’est en
général pas optimale, et ne reflete donc pas nécessairement la taille effective du
polyndme calculé.

Par ailleurs, on a vu qu’en caractéristique nulle I'équation algébrique minimale
satisfaite par une diagonale peut étre exponentiellement plus grande que 1'équa-
tion différentielle ou la récurrence minimale. Cette disparité existe-t-elle encore
modulo p? En fonction de la réponse a cette question, il est a nouveau intéres-
sant de comparer les deux structures de données pour le probleme du calcul des N
premiers termes d'une diagonale modulo p. Il est tout a fait imaginable que la mé-
thode la plus efficace modulo p ne soit pas la méme qu’en caractéristique nulle. En
effet, pour le probleme apparenté du calcul direct du N-iéme terme du développe-
ment d'une série algébrique, le meilleur algorithme en caractéristique nulle a une
complexité O(v'N), alors que modulo p il a été prouvé récemment >> que I’on peut
atteindre une complexité O(logN) avec un pré-calcul quasi-linéaire en p.

23. BOSTAN, CHRISTOL et DUMAS, “Fast Computation of the Nth Term of an Algebraic Series over a
Finite Prime Field”.
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Annexe A

Rappels de résultats classiques
d’algebre

A.1 Inégalité de Hadamard

Lors de la résolution de systémes linéaires a coefficients dans K[x], il est utile
de pouvoir prédire a priori le degré des solutions du systéme. C’est possible grace
a ce lemme, qui est une variante de 'inégalité de Hadamard 1

Lemme 115. Soit M une matrice carrée de taille n, dont les entrées sont dans K(x) 4.
Notons Cy1,Cy,...,Cy, les colonnes de M.
Alors son déterminant est une fraction rationnelle dont le degré vérifie

n
deg, (detM) < ) _ deg, C;.
i=1

Démonstration. C’est une conséquence immeédiate de la formule de développe-
ment par rapport a une colonne et des propriétés du degré. O

Le lemme suivant est utile en pratique, il permet de majorer le degré d’'une
base du noyau gauche d’'une matrice polynomiale rectangulaire dont les entrées
sont séparées en deux blocs de degrés différents.

Lemme 116. Soit M une matrice de taille n x m avec n > m et de rang r, dont les
entrées sont dans K (x) On suppose de plus que M = (M M), oit M et M, ont m; et
my colonnes respectivement, et ont des entrées de degrés d; et d, respectivement.
Alors il existe une base (V1,Va,...,V;) du noyau a gauche de M telle que, pour
toutie€{l,2,...,r},
dengi <smdi +myds.

(Les coefficients des V; sont des fractions rationnelles.)

1. HADAMARD, “Résolution d’'une question relative aux déterminants”.
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Démonstration. C’est un résultat classique qu'une base de noyau a gauche peut
étre lue sur les entrées de la matrice de transformation de M vers sa forme éche-
lonnée, et que ces entrées sont toutes des mineurs de M. Il suffit alors d’appliquer
I'inégalité de Hadamard (lemme précédent) a ces mineurs. O

A.2 Les fonctions algébriques sont différentiellement
finies
1 est rapporté dans ses ceuvres complétes? qu’Abel déja aurait constaté le fait

que toute série univariée algébrique est différentiellement finie. Plus précisément,
on a le résultat suivant :

Théoreme 117. Soit P € k(x][y] un polynéme sans carré. Alors il existe un opérateur
différentiel Lp dont l'espace des solutions est engendré par les racines de P.

Démonstration. On trouvera la preuve de ce résultat chez Cormier, Singer, et al’
O

Définition 118. Soit P € k(x)[y] un polynéme sans carré. Alors I'opérateur unitaire
d’ordre minimal satisfaisant la propriété du théoreme précédent est appelé la ré-
solvante différentielle de P.

Rappelons également une estimation de I'ordre et du degré de la résolvante
différentielle d’'un polynéme bivarié due a Bostan, Chyzak et al.*.

Théoréme 119. Soit P € klx, y] un polynome sans carré de bidegré (dy, dy). On note
Lp la résolvante différentielle de P, et r son ordre. Alors

r<dy, deglp=0(rdydy).

A.3 Séries de Puiseux et polygone de Newton

Lorsqu’on se donne un polynéme P € k(x)[y], il est souvent utile de développer
ses racines en séries de Puiseux, c’est-a-dire des séries en x!/” oi1 n est un cer-
tain entier positif. Le fait que ceci soit toujours possible est assuré par le théoreme
suivant :

Théoreéme 120. Soitk un corps de caractéristique 0. Notons k une cloture algébrique

de k. Alors le corps des séries de Puiseux surk,

Koy = U kxn)),

n=0

est algébriquement clos.

2. ABEL, (Euvres Compleétes, p. 287.
3. CORMIER et al., “Linear differential operators for polynomial equations”, §2.
4. BOSTAN, CHYZAK et al., “Differential equations for algebraic functions”.
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Démonstration. Ce théoréme est dii 2 Puiseux®, et on trouvera la preuve expliquée
trés clairement chez Walker °. O

En regardant de plus preés la preuve du théoreme, dans la présentation de Wal-
ker par exemple, on constate qu’elle n’est autre qu'un algorithme permettant de
calculer le développement en série de Puiseux des racines d'un polynéme. En par-
ticulier, une conséquence tres importante de la construction est que les valuations
des racines d'un polyndme P peuvent étre déterminées facilement grace a son po-
lygone de Newton, dont je rappelle maintenant la définition. C’est un cas typique
ol un dessin vaut bien mieux qu'un long discours, la définition est donc suivie
d’un dessin du polygone de Newton pour I'exemple du polynome x? + (2x + x*) y +
4xy? + (1 +x2) ¥ +5y* + x1y5.

Définition 121. Soit P € k(x)[y] un polynome de degré d,. On écrit P = Z?:yo a;(x)y'.
Dans le plan cartésien, on considere les points E; de coordonnées (i, val,(a;)), pour
tous les entiers i € {0,1,...,d,} tels que a;(x) #0.

Alors le polygone de Newton de P est défini comme étant la ligne polygonale
joignant Eg a E4, en ne passant que par des E; et de telle sorte que tous les E;
soient au-dessus d’elle. (Si Ey n'est pas défini, on part du premier point qui est
défini.)

X

[ 3

Exemple de polygone de Newton

5. PUISEUX, “Recherches sur les fonctions algébriques.”
6. WALKER, Algebraic Curves, Chap. IV, Th. 3.1.



112 ANNEXE A. RAPPELS DE RESULTATS CLASSIQUES D’ALGEBRE

Pour obtenir les valuations des racines de P, il suffit alors d’utiliser la proposi-
tion suivante :

Proposition 122. Soit P € k(x)[y] un polynome. Alors les valuations des racines de
P sont exactement les opposés des pentes apparaissant dans le polygone de Newton
deP.

Démonstration. Comme annoncé précédemment, c’est une conséquence de la
preuve du théoréme de Puiseux”’. O

A.4 Théoreme fondamental des polynomes symétriques

Définition 123. Soient ay,0p,...,a;, des indéterminées. On appelle k-ieéme fonc-
tion symétrique élémentaire associée a aj,ay,...,®,, notée o, le polynéme défini
par

oo, an,...,0,) = Z oy Oy + - Ol

i1 <ip<-<ip

On rappelle le résultat ultra-classique reliant les coefficients d'un polyndome et
les fonctions symétriques élémentaires associées a ses racines.

Proposition 124. Soit p = a,[1}_, (x — ;) un polynéme de degré n, que l'on écrit
également sous forme développée

n .
p=>_ a;x'.
i=0

Soient 01,02,...,0, les fonctions symétriques élémentaires associées a o1, ...,0p.
Alors, pour touti€{l,2,...,n},ona:

s An—i
o;=(-1)'—.
an
Définition 125. Soit p € K[y, 09,...,a,]. On dit que p est un polyndme symétrique
si pour toute permutation ¢ de I'ensemble {1,2,...,n} on a

plagpa), Ap@),-- - Opm) = plog, &z, ..., &p).

La proposition suivante est une version effective d’'un résultat classique® sur
les polynomes symétriques.

Proposition 126. Soient ay,ay,...,a, des indéterminées, et 01,02,...,0, les fonc-
tions symétriques élémentaires associées. Soit p € K[ay,0z,...,a,] un polynome sy-
métrique tel que, pour touti €{1,2,...,n},

deg,, p<d.

7. WALKER, Algebraic Curves, preuve du Th. 3.1.
8. YAP, Fundamental Problems of Algorithmic Algebra, Th. 6.21.
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Alors il existe un polynéme p € K[01,09,...,0,] tel que

n
Zdego'i ﬁs d
i=1
et
p(alra2)---ran) = ﬁ(OI)GZr--~yUn)-

Démonstration. C’est une conséquence de la forme de la matrice de changement
de bases des fonctions symétriques élémentaires vers les fonctions symétriques
monomiales, telle que décrite par exemple par Stanley®. Comme p est symétrique
et a degré au plus d par rapport a chaque variable, on peut I'écrire comme une
combinaison linéaire de fonctions symétriques monomiales de la forme

A1 Ak
> a0k,

ol A; < d pour tout i. Ces fonctions symétriques monomiales peuvent a leur tour
étre écrites comme des combinaisons linéaires de fonctions symétriques élémen-
taires de la forme oy, ---0},, ou I < d ce qui est le résultat annoncé. O

A.5 Résultant

Les résultants sont des objets tres utilisés en calcul formel car ils permettent
d’effectuer en pratique beaucoup d’opérations sur les nombres (ou les fonctions)
algébriques. Je rappelle ici une définition possible ainsi que les propriétés utiles a
I'exposé. Les preuves ainsi qu'une présentation plus compléte peuvent étre trou-
vées par exemple dans le livre de von zur Gathen et Gerhard '° ou celui de Lang ''.

Définition 127. Soient p, g € k[x] deux polynémes de degrés respectifs d et e, que
I'on écrit
d . e .
p=2 pix', q=) qix'.
i=0 i=0

On définit le résultant en x de p et g, noté Résultant,(p, q), comme étant le
déterminant de la matrice de Sylvester :

Pd Pd-1 Po
Pa  Pd-1 --- Po
Pa Pd-1 --- Po A1)
Ge qe-1 q9o
e fe-1 .- qo
de fe-1 --- 4o

9. STANLEY, Enumerative combinatorics, preuve du Th. 7.4.4.
10. GATHEN et GERHARD, Modern computer algebra, §6.3.
11. LANG, Algebra, Ch. 1V §8.
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ol les e premiéres lignes contiennent les coefficients de p et les d dernieres les
coefficients de g.

Le résultant satisfait les propriétés fondamentales suivantes :

Proposition 128. Soient p, q € k[x] deux polynémes de degrés respectifs d et e, que
l'on écrit
d e
px)=pa[]x-ai), qx)=qe]]x-p.
i=1 i=1

Alors le résultant de p et q vaut

d
Résultant,(p, q) = (-1)%“Résultant,(q, p) = p4 [ ] g ().
i=1
Proposition 129. Soient p, q € k[x] deux polynomes. Alors il existe des polynémes
u, v € k(x] tels que le résultant de p et q s'écrit

Résultant,(p, q) = pu+qv.

On termine cette section avec une proposition permettant de majorer le degré
du résultant de deux polynomes bivariés. On en redonne la preuve car elle n’est
énoncée que dans une variante légérement plus faible dans le livre de von zur Ga-
then et Gerhard (quoique leur preuve s’adapterait sans probléme pour démontrer
cette version du résultat).

Proposition 130. Soient P,Q € k[x, y] des polynomes de bidegrés respectifs (df;,d;)
et (d)?, dJ(,)). Alors,

degRésultant, (P(x, y),Q(x, ) < db dyQ +d dﬁ’

et c’est une égalité des lors que d,? ou d’ est nul..

Démonstration. C’est une application directe du lemme 115 a la transposée de la
matrice de Sylvester (A.1). O



Annexe B

Résultats de complexité pour
les opérations de base

Dans cette annexe sont rappelés des résultats classiques de complexité qui ser-
vent de briques de base pour les diverses analyses de complexité tout au long du
texte. Rappelons que les complexités sont évaluées en comptant le nombre d’opé-
rations arithmétiques dans le corps k de caractéristique 0 et que la notation O(-)
indique que des facteurs polylogarithmiques sont omis.

B.1 Opérations univariées

La plupart des opérations sur les polynémes, fractions rationnelles et séries en-
tieres en une variable peuvent étre effectuées en temps quasi-linéaire. Les preuves
des résultats assemblés dans la proposition ci-dessous pourront étre trouvées dans

les livres usuels de référence .

Proposition 131. Les opérations suivantes peuvent étre effectuées en O(n) opéra-
tions dans k.

1. somme, produit et dérivation dans k[x],, k(x), et kl[[x]], ; intégration dans
k(xl, erkl[x]ly, ;

2. pgcd étendu, décomposition sans carré et résultant dans k[x],, ;

3. évaluation en O(n) points de k d’'éléments de k[x], et k(x),; interpolation
dans k[x], et k(x),, a partir de n (resp. 2n—1) valeurs en des points deux a
deux distincts de k ;

4. inverse, logarithme, exponentielle dans k[[x]],, (quand ceux-ci sont définis) ;

5. conversion entre P € k[x], et &/ (P) mod x" € k[x],. (voir la proposition 73)

1. BURGISSER, CLAUSEN et SHOKROLLAHI, Algebraic complexity theory; GATHEN et GERHARD, Mo-
dern computer algebra.
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B.2 Opérations multivariées

Les opérations de base sur les polyndmes, fractions rationnelles et séries en-
tieres multivariés sont des questions difficiles d'un point de vue algorithmique. Par
exemple, on ne connait pas encore d’algorithme général quasi-optimal pour calcu-
ler des résultants de polynomes bivariés (il en existe tout de méme dans certains
cas particuliers importants ?).

B.2.1 Multiplication

La multiplication est 'opération non-triviale la plus simple dans ce contexte.
Le résultat suivant peut étre prouvé en utilisant la substitution de Kronecker 3.

Proposition 132. Soit m un entier. On peut multiplier des polynomes dans
k[x1,...,Xmla,,.. 4, €t des séries entieres dansk|[xy,...,Xmlla,,. a, en oe™d,---dy,,)
opérations dans k.

On remarquera que pour un nombre de variables m = O(1) fixé, ce résultat est

quasi-optimal. Pour un grand nombre de variables, ou lorsque 1'on s'intéresse a

des supports monomiaux plus compliqués, il existe des méthodes plus sophisti-
hpc 4

quées”.

B.2.2 FEvaluation et interpolation

Pour la méthode d’évaluation et interpolation, le cas le plus simple est lorsque
les points forment une grille qui est un produit m-dimensionnel I x --- x I;,, ot I;
est un ensemble de cardinal d;. Ce cas est traité dans la proposition suivante, due
a Pan®; elle se généralise a des sous-grilles de grilles produit ©.

Proposition 133. Un polynome dek(x,...,Xmla,,.. 4, peut étre évalué et interpolé
en dy - dy, points d'une grille-produit m-dimensionnelle en Oumd,---dp) opéra-
tions dans k.

A nouveau, cette complexité est quasi-optimale pour m = O(1) fixé.

B.2.3 Résultant

Une méthode générale (bien que non-optimale) pour traiter des opérations
plus compliquées sur des objets multivariés consiste a utiliser 1'évaluation et I'in-
terpolation de polyndmes pour se ramener a des opérations sur des objets univa-
riés. Pour mettre en ceuvre cette stratégie, il est nécessaire de maitriser la taille du

2. BOSTAN, FLAJOLET et al., “Fast Computation of Special Resultants”.

3. GATHEN et GERHARD, Modern computer algebra, §8.4.

4. CANNY, KALTOFEN et LAKSHMAN, “Solving Systems of Nonlinear Polynomial Equations Faster”;
PAN, “Simple multivariate polynomial multiplication” ; LECERF et SCHOST, “Fast multivariate power se-
ries multiplication in characteristic zero” ; HOEVEN et SCHOST, “Multi-point evaluation in higher dimen-
sions”.

5. PAN, “Simple multivariate polynomial multiplication”.

6. HOEVEN et SCHOST, “Multi-point evaluation in higher dimensions”.
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résultat de I'opération. On illustre cette idée dans le résultat suivant sur I'exemple
du calcul de résultants.

Proposition 134. Soient PQ € k[x1,...,Xm, Yla,,..d,,da deux polynomes. Alors R =
Résultant, (B Q) appartient aklxy,...,Xmlp,,...D,,» 0UD; =1+2(d—-1)(d;—1). De plus,
les coefficients de R peuvent étre calculés en O2™d, ---d,,d"™*") opérations dans k.

Démonstration. Les bornes sur les degrés proviennent de la proposition 130. Pour
calculer R, on procede par évaluation et interpolation. P et Q sont évalués a D =
D; ---Dy, points (x1,..., X;;) formant une grille-produit m-dimensionnelle ; D résul-
tants univariés dans k[y] sont calculés; R est ensuite reconstruit par interpolation.
Par la proposition 133, les étapes d’évaluation et d’interpolation cotitent O(mD)
opérations dans k. Les calculs de résultants cotitent O(dD) opérations dans k par
la proposition 131.0n conclut alors par I'inégalité D < 2™d,; ---d,d™. O

B.2.4 Décomposition sans carré

Proposition 135. La décomposition sans carré d’un polynome dansk|x, yla,,a, peut-
étre calculée en O(djzc dy) opérations dans k.

On trouvera la preuve de ceci chez Lecerf”.

B.2.5 Algeébre linéaire

Pour résoudre les systémes linéaires a coefficients polynomiaux, on dispose de
I'algorithme de Storjohann et Villard ® :

Proposition 136. Le noyau d’'une matrice de taille s x (s + 1) a entrées polynomiales
dans K[x]4 peut étre calculé en O(s®d) opérations dans K.

7. LECERF, “Fast separable factorization and applications”.
8. STORJOHANN et VILLARD, “Computing the Rank and a Small Nullspace Basis of a Polynomial Ma-
trix”.
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Titre : Algorithmes rapides pour le calcul symbolique de certaines intégrales de contour a parametre
Mots clés : calcul formel, intégrale, création télescopique, diagonale, marche

Résumé : Cette these traite de problémes d’intégration symbolique en calcul formel. Lobjectif principal est
de mettre au point des algorithmes permettant de calculer rapidement des fonctions qui sont présentées
sous la forme d’intégrales de contour dépendant d'un parametre.

On commence par aborder le probleme du calcul de 'intégrale d'une fraction rationnelle bivariée par
rapport a I'une de ses variables. Le résultat est alors une fonction algébrique qui s’exprime comme une
somme de résidus de l'intégrande. On met au point deux algorithmes qui calculent efficacement un poly-
néme annulateur pour chacun des résidus, et ensuite pour la somme, ce qui donne accés a un polynéme
annulateur pour I'intégrale elle-méme.

Ces algorithmes s’appliquent presque directement au calcul d’'un polynéme annulateur pour la dia-
gonale d’'une fraction rationnelle bivariée, c’est-a-dire la série univariée obtenue a partir du développe-
ment en série d'une fraction rationnelle bivariée en ne gardant que les coefficients diagonaux. En effet,
ces diagonales peuvent s’écrire comme des intégrales de fractions rationnelles. Dans une autre applica-
tion, on donne un nouvel algorithme pour le développement des séries génératrices de plusieurs familles
de marches unidimensionnelles sur les entiers. Il repose sur une analyse fine des tailles des équations
algébriques et différentielles satisfaites par ces séries.

Dans un second temps, on s’intéresse au calcul de 'intégrale d'un terme mixte hypergéométrique et
hyperexponentiel. Cette fois-ci le résultat est une suite polynomialement récursive. On élabore une mé-
thode pour mettre sous forme normale les divers décalages d’'un terme donné. Ceci permet d’appliquer
la méthode du télescopage créatif par réductions pour calculer efficacement une récurrence a coefficients
polynomiaux satisfaite par I'intégrale.

Title : Efficient algorithms for the symbolic computation of certain contour integrals with one parameter
Keywords : symbolic computation, integral, creative telescoping, diagonal, walk

Abstract : In this thesis, we provide solutions to some symbolic integration problems in computer algebra.
The main objective is to effectively and efficiently compute functions that appear as contour integrals
depending on one parameter.

First, we consider the computation of the integral of a bivariate rational function with regard to one
of the variables. The result is then an algebraic function that can be expressed as a sum of residues of the
integrand. We design two algorithms that efficiently compute an annihilating polynomial for each residue,
and then for their sum, which yields an annihilating polynomial for the integral itself.

These algorithms apply almost directly to the computation of an annihilating polynomial for the dia-
gonal of a rational function, that is, the univariate power series obtained from the expansion of a bivariate
rational function by only keeping the diagonal coefficients. Indeed, these diagonals can be written as inte-
grals of rational functions. In another application, we give a new algorithm for the Taylor expansion of the
generating functions for several families of unidimensional lattice walks. It relies on a fine analysis of the
sizes of the algebraic and differential equations satisfied by these generating functions.

Secondly, we consider integrals of mixed hypergeometric and hyperexponential terms. In this case, the
result is a polynomially recursive sequence. We devise a method to rewrite the various shifts of a given
term under a normal form. This allows us to apply the method of reduction-based creative telescoping in
order to efficiently compute a recurrence with polynomial coefficients for the integral.
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